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Vorrede. 



Erfüllt von dem Wunsche, sowohl den Mathematikern 
als auch den Technikern zu nützen, veröffentliche ich 
hiermit das vorliegende Buch. Es ist der IV. Teil meines 
Werkes über „Anwendungen der Infinitesimalrechnung", kann 
aber auch als selbständiges Ganzes benutzt werden. 
Was jenes Werk erstrebt, was es also den Mathematikern, 
den Naturforschern und den Technikern leisten will, habe 
ich in den Vorreden, mit welchen der I., IL und III. Teil 
desselben versehen wurden, sehr ausführlich gesagt. 

Ich bitte, von jenen Vorreden Kenntnis zu nehmen; 
besonders bezüglich der Pflichten und Rechte, welche, 
meiner Ansicht nach, die Mathematiker und die Techniker 
in den Angelegenheiten des mathematischen Unter- 
richtes haben. 

Es ist die von mir, seit 1888, an den genannten Stellen 
ausgesprochene Ansicht mehr und mehr zur Geltung ge- 
kommen. Die angewandte Mathematik, welche Jahrzehnte 
lang vernachlässigt worden war, ist wieder in die ihr ge- 
bührenden Rechte eingesetzt worden. Andererseits haben die 
wissenschaftlich gebildeten Techniker anerkannt, daß sie 
auch der höheren Mathematik nicht entbehren können; sie 
haben dabei aber mit Recht hervorgehoben, daß mathe- 
matische Untersuchungen für die Naturwissenschaften und 
die Technik nur dann genügenden Wert haben, wenn sie 
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YI Vorrede. 

von Yoranssetzungen ausgehen, die durch experimentelle 
Forschungen ganz sicher gestellt sind. — 

Hoffentlich wird schon eine flüchtige Durchsicht des 
„Inhaltsverzeichnisses** (Seite IX— XIQ), des ,,Sachen- 
verzeichnisses" (Seite 272 — 274) und des „Literatur- 
verzeichnisses" (Seite 275—292) den Studierenden der 
Mathematik und der Technik zeigen, daß das vorliegende 
Buch viel enthält, was sie anzieht und wohl auch zu 
eigenen Untersuchungen anregt. Vielleicht wird dies sogar 
bei manchen bereits gereiften Mathematikern und Ingenieuren 
der Fall sein. 

Es will das vorliegende Werk nicht nur ein Lehrbuch 
sein und eine Fundgrube gelöster und zu lösender bau- 
wissenschaftlicher Aufgaben, sondern auch ein umfang- 
reicher Literaturnachweis. Doch erhebt es in keiner 
dieser Beziehungen den Anspruch, für vollständig oder 
vollkommen zu gelten, sucht aber, sowohl den Mathe- 
matikern, wie auch den Technikern Reichhaltiges dar- 
zubieten. 

Um die noch jungen Leser auch zu eigenen Arbeiten 
au&umuntern, sind „Anregungen und Anmerkungen** 
sehr reichlich gegeben worden. 

Dem umfangreichen j,Literaturverzeichnis** werden 
alle Sachverständigen leicht entnehmen, daß die meisten 
der neueren und neuesten in deutscher, englischer, französi- 
scher und italienischer Sprache erschienenen Untersuchungen, 
welche sich auf bau wissenschaftliche Anwendungen der 
Integralrechnung beziehen und in dieses Buch passen, Be- 
rücksichtigung gefunden haben. Neben vielen Büchern nenn^ 
jenes Verzeichnis sehr viele bauwissenschaftliche Abhand- 
lungen (einschließlich Dissertationen und Habilitations- 
schriften), auf welche in dem Werke verwiesen worden ist. 

Die Mathematiker werden erfreut sein, in den Verfassern 
der meisten dieser Arbeiten talentvolle Ingenieure kennen zu 
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lernen, welche die Integralrechnang vortrefflich anzuwenden 
verstehen. 

Ich habe mich bezüglich d^ Literaturängaben in 
der Begel (mit seltenen Ansnahmen) auf die neueren und 
neuesten Arbeiten beschrankt, weil das Buch sonst zu 
umfangreich geworden wäre; auch weil die neuere Lite^ 
ratur meist genügende Verweisungen auf die ältere 
enthält. 

Sehr viele der genannten Abbandlungen (incl. Disser- 
tationen und Habilitationsschriften) werden geeignet sein, die 
Mathematiker und die Techniker zur Weiterführung der 
betreffenden Untersuchungen anzuregen. 

An manchen Stellen ist vielleicht mehr Literatur dar- 
geboten worden, als nötig erscheint. Es werden das aber 
alle diejenigen billigen, welche wissen, das oft viel darauf 
ankommt, zu erfahren, wie verschiedene Schriftsteller eine 
und dieselbe Aufgabe behandelt haben und wie sich ihre 
Behandlungsweise geschichtlich entwickelt hat — manchmal 
unter Überwindung von Verirrungen. Ferner wird es denen 
lieb sein, welchen nicht viel Literatur zu Gebote steht, die 
also, bei reichlichen Angaben, wenigstens einige ihnen 
zugängliche Arbeiten genannt finden, durch welche sie 
Belehrung, oder Anregung zu eigenen Untersuchungen 
empfangen können. 

Mit dem Inhalte einiger (vielleicht auch vieler) der 
von mir genannten Abhandlungen sich bekannt zu machen, 
wird wohl jeder Benutzer des Buches Lust spüren; und 
jeder wird, seiner Eigenart entsprechend, die auswählen, 
welche ihn am meisten anziehen. — 

Als Schluß dieser „Vorrede" sei folgende Bemerkung 
mir gestattet: Bis jetzt haben sich wohl die Mathematiker 
und die Naturforscher am meisten für das Werk, dessen 
vierter Teil hiermit erscheint, interessiert. Man darf dies 
den bekannt gewordenen Beurteilungen (siehe Seite X, 
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Absatz 3 der 2. Auflage des I. Teils) entnehmen. Hoflfenilich 
werden nun auch die Techniker ein lebhafteres Interesse 
dafar kundtun, daß ich eine meiner Lebensaufgaben darin 
gesehen habe, ein Werk zu schaffen, welches bestimmt ist, 
einen verderblichen Zustand , nämlich die seit einigen Jahr- 
zehnten bestehende unnatürliche Gegnerschaft der Mathe- 
matiker und der Techniker, beseitigen zu helfen, damit aber 
gleichzeitig der Mathematik, den Naturwissenschaften 
und der Technik Nutzen zu bringen. 

Dresden, am 24. Mai 1903. 

A. Fuhrmann. 
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Kapitel L 

EINFACHE INTEGRATIONEN. 



§ 1. Einleitendes. 
A. 

Sammlungen von Integralformeln. 
Der Begriff des einfachen Integrals wird für das Folgende 
als bekannt vorausgesetzt. Dasselbe gilt für die gewöhnlichen 
Sätze und Regeln bezüglich der Herleitung von Integral- 
werten. 

Zusammenstellungen von Integral formein findet man in 

vielen Werken ; besonderer Beachtun g mögen empfohlen sein : 

Ligowski, Taschenbuch der Mathematik; Seite 170 — 188 

der 3. Auflage. 
Minding, Sammlung von Ii^tegraltafeln; Berlin, 1849. 
Schlömilch, Übungsbuch zum Studium der höheren Ana- 
lysis, Teil II, Seite 1 — 82 der 4. Auflage; auch (Nähe- 
rungswerte bestimmter Integrale betreffend) Seite 252 
und 253. 
Ferner beachte man: 

Bierens de Haan, nouveUes tables d'integrales d^finies. 
Leide; 1867. 

B. 
Ermittelung von Integralwerten durch geometrische 

Deutung. 

Wenn ein Integral als ein bereits bekannter Flächeninhalt 
aufgefaßt werden kann, so ist sein Wert ohne weiteres an- 
gebbar.*) 

Beispiele hierfür bieten die Integrale 



1) Ji= I cxdx, 



■=/' 



*) Auf den gewöhnlichen Fall, nämlich auf den, in welchem das 
Integral einen noch unbekannten Flächeninhalt darstellt, soll 
hier nicht eingegangen werden. Man sehe § 2, Abschnitt D. 

Fuhrmann, Anwendungen d. Inünitesimalrechnung. T. IV. 1 
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n 

2) J,=Jb(l-^)da:, 



m 
a 



3) 



J3 = / Va^ — x^dx, 



o 

X 



r, = fVa^ — 



4) J4=/Ka^ — x^dx, o'^x^a, 



o 
2a 



5) Js = I Vx(2a — x)dx, 



o 



6) 



Jß = / Vx (2a — x)dx, o^x^2a 



o 
c 



7) Ji=i Vkxdx , 



in welchen die Buchstaben a, &, c, A, m und n positive, kon- 
stante Größen bezeichnen. 

Man deute jedes dieser Integrale als einen solchen be- 
kannten Flächeninhalt, gebe dabei für jedes derselben, unter 
Benutzung rechtwinkliger Koordinaten, eine Zeichnung und 
nenne auf Grund der letzteren jeden der sieben Integralwerte. 

Andeutungen zur Lösung. Da die Gleichung 

8) ^ y = cx 

als die einer durch den Koordinatenanfang gehenden Geraden 
aufgefaßt werden kann, so ist J^ als der Inhalt eines recht- 
winkligen Dreiecks ansehbar und angebbar. 

Ebenso kann man J2 als den Flächeninhalt eines Trapezes 
ansehen und angeben, weil 

9) y = l(i 



-(-^) 



auffaßbar ist als die Gleichung einer Geraden, welche auf den 
Achsen einest rechtwinkligen Koordinatensystems die Strecken a 
und b abschneidet. 

Das Integral J^ stellt, in demselben Sinne, den Inhalt eines 
vollen Kreisquadranten dar; «7^ den eines Teiles desselben. 
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bestehend aus einem Kreissektor und einem rechtwinkligen 
Dreieck. Man hat nämlich in 

10) y — y^rzi~^2 

die Ordinate eines Kreises, welcher, mit der Halbmesserlänge a, 
um den Koordinatenursprung beschrieben ist. 
Da femer 

11) y = Vx{^a — x) 

die Ordinate eines eben so großen Kreises bedeutet, dessen Mittel- 
punkt auf der positiven Seite der X-Achse liegt und vom 
Koordinatenanfange um a absteht, so ist J^ als Yollinhalt einer 
Halbkreisfläche auffaßbar; desgleichen Jg als Teil einer 
solchen, bestehend aus der Differenz (oder Summe) eines Kreis- 
sektors und eines rechtwinkligen Dreiecks. 

Endlich kann J^ als Inhalt einer Parabelfläche angesehen 
werden. 

Die im vorstehenden genannten geometrischen Deutungen 
führen (was man, mit Benutzung sehr bekannter Flächeninhalts- 
Sätze, leicht aus den zu zeichnenden sieben Figuren ent- 
nehmen wird) zu den Ergebnissen: 

12) Ji=|cÄ2, 

13) Jj = — - (2a — m — w) (n — w), 

14) J^ = jna^, 

15) J^=\x Va^ — x^-\-^a^ arc sin — , 

16) J^=\na^, 

17) Jß =Ya2arccos y(a — x)Vx{^a — x)^ 

18) J>i=\cV¥c, 

Anmerkungen, a) Für die der Anschauung entnommenen 
Ergebnisse Nr. 12, 13 imd 18 gebe man durch Rechnung eine; 
Bestätigung mittels der bekannten Formel 

t;«»(2t; = ^!---, m>-l. 

w-t-l' < 

Femer bestätige man Nr. 15 und 17 durch Differentiation. 

Auch möge gezeigt werden, daß Nr. 15, für x = a^ in Nr. 14 
übergeht; ebenso Nr. 17, für a; = 2a, in Nr. 16. 

ß) Zur Erweiterung des unter B vorstehenden sehe man die 
im „Literaturverzeichnis" genannte Arbeit von F. Meyer. (Über 
Wechseibeziehungen zwischen Integralrechnung und Geometrie.) 

1* 
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§ 2. Fläolieiiiiilialtsbereoluiungeii. 

(Quadraturen.) 

A. 

Der Flächeninhalt der gemeinen Kettenlinie und seine 

Konstruktion als Rechteck. 

Unterliegt ein voUkommen biegsamer, nicht dehnbarer 
Faden, oder eine Kette mit unendlich kleinen Gliedern, nur 
der eigenen Schwere, so krümmt sich, frei aufgehangen, jener 
Faden, oder diese Kette, nach einer Linie AGB (Figur 1), welche 




+X 



bekanntlich die Seilkurve, oder die gemeine Kettenlinie 
heißt. (Siehe: Fuhrmann, bauwissenschaftliche Anwendungen 
der Differentialrechnung, § 25, Abschnitt A.) 

Legt man das Koordinatensystem in der durch die Figur 1 
angegebenen Weise (nämlich die Achse der Abscissen zusammen- 
fallend mit der Direktrix, die der Ordinaten sich deckend mit 
der Achse der Kurve), so hat die Linie die Gleichung 



1) 

wobei 



y=IG^ 



-\-e 



X 



)• 



x=OP', t/ = I"I' 

ist und e die Basis der natürlichen Logarithmen. 
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Es soll der Flächeninhalt 

F= OCPF 

berechnet werden und zwar 

I. als Funktion der Abscisse OP*, 
n. „ „ „ Ordinate PP; 

auch soll man 

III. angeben, wie sich F aus k und y als Rechteck kon- 
struieren läßt. 

Lösung. L Es ist 

2) F =Jydx = y /*(« I + c " ^) dx. 

o o 

Das gibt, mit Benutzung bekannter Grundformeln der Integral- 
rechnung, 

3) F=\h^{^elc—e~iy 

II. Hieraus aber folgt: 

4) F^h^y^ — k'') 

und zwar am schnellsten, wenn man die sehr einfache Be- 
ziehung benutzt, welche zufolge der Gleichungen Nr. 1 und 3 
zwischen den Quadraten von y und F besteht. 

III. Gemäß Nr. 4 kann der Flächeninhalt F leicht als der 
eines Rechtecks konstruiert werden, dessen eine Seite der 
Parameter h und dessen andere Seite die zur Hypotenuse y und 
zur Kathete h gehörende andere Kathete ist. 

Anmerkungen, a) Man zeige, daß neben Nr. 3 und 4 auch 
die Gleichung 

5) F=Ä;atanr 

gilt, wenn t den Tangentenwinkel des Kurvenpunktes P bezeichnet. 
(Siehe: Fuhrmann, bau wissenschaftliche Anwendungen der 
Differentialrechnung, Seite 108, Abschnitt I.) 

ß) Femer berücksichtige man, daß beim Auftreten der Summe und 
der Differenz der natürlichen Exponentialgrößen (^ und «"* (siehe 
die Gleichungen Nr. 1 und Nr. 3) die „Hyperbelfunktionen" 
Beachtung verdienen. Es sind das bekanntlich die Funktionen 



Sinus hyperbolicus (abgekürzt: 


@tn oder 


sinA), 


Cosinus hyperbolicus ( 


» 


©of , 


cos Ä), 


Tangens hyperbolica ( 


jj 


'2:g , 


tgÄ), 


Cotangens hyperbolica ( 


ji 


= ®tg , 


ctgÄ), 


Secans hyperbolica ( 


» 


: (See „ 


sec Ä), 


Cosecans hyperbolica ( 


jj 


: ©ofec „ 


cosec h\ 



8) 
9) 
II)) 
11) 
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ileüniert durch die Gleichungen: 

Sin«==|(«"-e-"), 

~„ _@in« e"-<- 
'^ <So\u'^ e' + e- 



*So\tcu 



Siitu 



Über diese Funktionen und über ihre Anwendbaikeit sehe 
mim: Kiepert-Stegemann, Differential- und Integralrechnimg, 
T.I, S. 122— 133 der 9. Auflage. Femer: Ligowaki, Handbuch 
der Mathematik, S. XIV— XVU (Nr. 7 u. 8), 22—36, 99-101 der 
3. Auflage; auch seine im jLiteraturyerzeichBia" genannten „Tafeln 
der Hyperbelfunktionen" (insbesondere S. 103, wo auf technische 
Anwendungen durch Zimmermann und andere verwiesen ist). 
Endlich: Günther, die Lehre von den gewöhnlichen und -ver- 
allgemeinerten Hyperbelfunktionen; 1881. 



Umwandlung einer teilweise krummlinig begrenzten ebenen 
Fläche in ein inhaltsgleiches Rechteck. 

Eine ebene Fläche MMPNlf (Figur 2) ist unten begrenzt 
tlurcli eine Gerade Wlf, an den Seiten (links und rechte) durch 




zwei Gerade MM und IfN, die senkrecht zu MN' stehen; 
ferner oben durch eine krumme Linie MPN, welche, bezogen 
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auf das in der Figur angegebene Koordinatensystem, die 
Gleichung 

12) y = a + /Ja: + yx^ + dx^ 

hat, wobei a, /J, y und d Koeffizienten sind, die man von irgendwo 
her kennt, a; und y aber die Längen der Strecken MF'^ bezüglich 
P*F bezeichnen. (Vergleiche: Fuhrmann, naturwissenschaft- 
liche Anwendungen der Differentialrechnung, § 23 der 2. Auflage.) 

Die Grundlinie MN* iiat die Länge a; die Strecken M! M 
und NN können (für gewisse Zahlenwerte der Koeffizienten 
a, /J, y^ S) die Länge Null haben; von der Linie MPN möge 
bekannt sein, daß sie vollständig oberhalb MN' liege. 

Es soll die Höhe 

13) h = MQ 

desjenigen Eechtecks M'QRN' berechnet werden, welches 
denselben Lihalt hat, wie die Fläche MMPNN'. 
Das Ergebnis möge auf den besonderen Fall 

14) y = l +0,018 X — 0,012 x^ + 0,002 a;^ a = 4, 
Anwendung finden. 

Lösung. Bezeichnet man mit F den Lihalt der Fläche 
JifMFNN\ so ist die gesuchte Höhe bestimmt durch die 

Gleichung 

F 

15) Ä = -. 

a 

Für F aber gilt: 

16) F=f{a + ßx-\-rx'' + dx^dx, 

o 

Daher ergibt sich: 

17) Ä = a + (|/J + |ya + |d«^)a. 

Für den in der Aufgabe genannten besonderen Fall 
liefert diese Gleichung: 

18) h = 1,004. 

(Man sehe: Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen 
der Differentialrechnung, § 24, Abschnitt D der 2. Auflage.) 

C. 

Kurven, welche Flächeninhalte nach vorgeschriebenen 

Gesetzen begrenzen. 

Man untersuche, ob und wie die Gleichung 

19) y = f(x) 



8 
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Fig. 3. 




^X 



derjenigen Linie BF (Figur 3) ermittelt werden kann, welche 

den Flächeninhalt 

20) F= OBPP' 

(z.B. den eines Landstückes, 
oder den eines Profils) der- 
artig begrenzt, daß er nach 
einem vorgeschriebenen Ge- 
setze von X (nämlich OP*) 
abhängt, daß also immer 

21) F=(p(x) 

ist; zum Beispiel, für jeden 
Wert von a?, 

22) F=kx^ 
oder 

23) F= CiX + C2X^ -f Cqx\ 
oder 

24) F = h sin x, 

wobei Ci, «29 ^8 ^^^ ^ konstante Größen bezeichnen sollen. 

Andeutung zur Lösung. Man beachte, daß die Gleichung 

25) F= l ydx-^ Konstante 
Giltigkeit hat, in welcher y die Strecke P'P bedeutet. 

D. 

Näherungsweise Berechnung von Integralwerten und 
Flächeninhalten; Literatur angaben. 

Da das bestimmte einfache Integral 

b 

26) J=ff(x)dx 

a 

als der zwischen yx = a und yx = b gelegene Flächeninhalt der 
Kurve von der Gleichung 

27) y = fix) 

aufgefaßt werden kann, so kommt die näherungsweise Be- 
rechnung des Wertes von J zurück auf eine näherungs- 
weise auszuführende Quadratur. 

Über letztere, insbesondere über die allgemeine Trapez- 
formel, sowie über die Regeln von Parmentier, Poisson, 
Poncelet, Simpson und anderen, femer über bauwissenschaft- 
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liehe Anwendungen der Quadraturen überhaupt, also auch jener 
Formeln und Eegeln, sehe man: 

Francke, A., einfache Formeln zur Berechnung des In- 
halts von Flächen und Körpern, (Zeitschrift 

des Architekten- und Ingenieurvereins zu Han- 
nover; Bd. 21, J. 1875; S. 177 — 184.) 

Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der Inte- 
gralrechnung; § 3 bis 6. (Flächeninhaltsberechnungen, 
betreffend das Mari otte' sehe Gesetz, sowie die Be- 
griffe „Geschwindigkeit** und „Beschleunigung". 
Simpson'sche Regel und allgemeine Trapezformel. 
Interpolationen [Einschaltungen].) 

Harnack, Ax., über die einfachsten Methoden zur 
angenäherten Berechnung ebener Flächen. ( Civil - 
Ingenieur 1882, S. 257—270.) 

Lueger, Lexikon der gesamten Technik; Band 6, S. 772 
bis 778 und Band 5, S. 305—306. (Flächenmessende 
Instrumente, nämlich Planimeter und Integraphen.) 

Nehls, über graphische Integration; 1877; §3—6 auf 
S. 7—33. 

Oesterreicher, A. S., graphische Bestimmung des Flächen- 
inhaltes von unregelmäßigen Figuren. (Zeitschrift 
des Vereins deutscher Ingenieure; Jahrg. 1900, I; 
S. 155-156. — Nach A. E. Wiener.) 

Serret, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung; 
deutsch von Harnack; Bd. II, 1. Hälfte; S. 227—235, 
(Angenäherte Berechnung ebener Flächen. Formeln 
von Poncelet, Simpson und Parmentier.) 

Sohncke-Amstein, Aufgaben aus der Integralrechnung; 

4. Auflage; § 11 auf S. 92—94. 

Vogler, Lehrbuch der praktischen Geometrie; Teil I, 

5. 561 und 562. 
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§ 3. Bogenlängenbereoliniiiigeii. 

(Eektifikationen.) 

A. 

Für die von x = Xq bis x = Xi gemeinte Bogenlänge s der 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogenen Kurve von 
der Gleichung 

1) y =/■(«) 

gilt bekanntlich: 



2) 



= fVl-\-y^^ dx. 



a-o 



Dabei ist zu beachten, daß, nach dem binomischen Satze, 



'2 . raii2\^ 1 Q /'»,i2^^ 



3> yTT¥-^-i4-y---'-^^^4-^^^^ 



gesetzt werden darf, falls 

4) __i^y2^^1. 

Bei sehr kleinen (echt gebrochenen) Werten von y', zum 
Beispiel bei sehr geringen Biegungen ursprünglich gerad- 
linig gewesener Dinge, genügt oft schon der Wert 

5) »/r+Y"* = i+|ys 

wenn sehr große Genauigkeit nicht verlangt wird. (Man sehe 
Nr. 10 auf der folgenden Seite 11.) 

Für die Bauwissenschaft verdienen die Gleichungen 
Nr. 3 — 5 ganz besondere Beachtung, weil hier sehr 
schwach gekrümmte Linien, z. B. die Achsen belasteter 
Träger oder Säulen, sehr oft vorkommen und man bezüglich 
ihrer Längen meist keine sehr große Genauigkeit beansprucht. 

B. 

Mittels der unter A. vorstehenden Gleichungen löse man 
nun einige bauwissenschaftliche Rektifikations- Auf- 
gaben, nämlich die unter I — VII folgenden: 

L Berechnung des Längenmeßfehlers, erzeugt durch 
die Einsenkung der Meßkette. (Zurückführung des Meß- 
kettenbogens auf den Kreisbogen, die Parabel oder die 
Seilkurve.) 
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I 

n. Ermittelung der Bogenlängen parabolischer, hy- 
perbolischer und elliptischer Straßen- und Eisenbahn- 
kurven. 

DI. Rektifikation der „Ubergangskurve" fiir Eisenbahn- 
^ geleise, nämlich der kubischen Parabel von der Gleichung 

6) y='" 



6g 

IV. Berechnung der Länge der Linie 

7) y=:psm — a;, 

a 

welche für die Biegung eines vertikal stehenden Stabes 
(einer Säule oder Stütze) in Betracht kommt, wenn ersterer 
oben senkrecht belastet, unten frei auf eine wagerechte Ebene 
gestellt wird.*) 

V. Desgleichen der Linie 



8) 2/ = p(^l-cos^ J-I-a^j^ 



welche an die Stelle von Nr. 7 tritt, falls der Stab oben belastet 
und frei, unten aber festgehalten (eingemauert) ist. 

VI. Ermittelung der, von der Y'-Achse aus gemeinten, Länge 
der Kettenbrückenlinie unter der Voraussetzung, daß diese 
Kurve die Gleichung 

9) y = k (e^* — ßx) 

habe, in welcher k und ß bekannte konstante Größen bedeuten**); 
ferner unter der Annahme, daß von der Näherungsformel 

10) VT+y^ z=m + ny' 

(m und n gemeine Zahlen)***) Gebrauch gemacht werden darf. 
(Man vergleiche Nr. 5 auf Seite 10.) 

Vn. Rektifikation der gleichgespannten Kettenlinie, 
nämlich der Kurve 

11) y = klsecj-. 



*) Ist die Form der Kurve nicht bekannt, so muß sie (wie in 
jedem derartigen Falle) zunächst ermittelt werden und zwar 
durch Benutzung des ersten und des zweiten Differential- 
quotienten der Ordinate in Bezug auf die Abscisse. 

**) Siehe § 30, Gleichung 30. 

***) Fuhrmann, bauwissenschaftliche Anwendungen der Diffe- 
rentialrechnung, § 28, Abschnitt C. 
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(Über diese Linie sehe man, wenn nötig: Fnhrmann, Auf- 
gaben aus der analytischen Statik, Nr. 113 der 2. Auflage.) 

Andeutungen zur Lösung der unter I — VII ge- 
nannten Aufgaben: 

Zu I: Wird es nötig, mit freischwebender, statt mit 
aufliegender Meßkette zu arbeiten, so entsteht durch die Ein- 
senkung ein Längen meßfehl er. Er ist gleich dem Unter- 
schiede zwischen der Bogenlänge und der Sehnenlänge der Kette. 

Die Bogenlänge kann leicht berechnet werden, wenn man 
die Kettenkurve (das Kettenvieleck) näherungsweise als gemeine 
Parabel, als Kreisbogen oder als Seilkurve auffaßt. Man 
sehe hierüber: Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen 
der Integralrechnung, § 13. (Das hier Behandelte kann auch 
für die Längenberechnung der Ketten von Kettenbrücken 
benutzt werden, weil sie näherungsweise die Form von Parabeln 
oder Seilkurven haben.) 

Zu 11: Man beachte Seite 31 — 105 des im „Literatur- 
verzeichnis'' genannten Hechtschen Hilfsbuchs zum Abstecken 
von Eisenbahnkurven und Straßenkurven; femer: Gros, sur la 
rectification approchee des arcs d'ellipse. (Le genie civil; 
1893; Bd. 23, S. 60—62.); auch: Heymann, elementare Formeln 
zur Berechnung des EUipsenumfanges. (Zeitschrift für mathe- 
matischen und naturwissenschaftlichen Unterricht; 
1899; S. 416—418.) 

Zu ni: Für die von der T^- Achse bis ans Ende der 
Abscisse x gemeinte Bogenlänge s der „Übergangskurve" 
hat man, gemäß Nr. 2 und 6: 



12) s=f^l + -^,dx. 



«* 



Ist j — 2 ein echter Bruch und wird Nr. 5 benutzt, so gibt 
dies den Näherungswert 

13) s = 



='('+J5^) 



Siehe Seite 10 der 1872 erschienenen Helmertschen 
Schrift über die Übergangskurven (besonders wegen der Be- 
ziehungen zur Praxis des Eisenbahnbaues). 
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Zu IV und V. Die Form und die Bogenlänge der Kurve 
von der Gleichung Nr. 7 anlangend sehe man Seite 222 des 
im. „Literaturverzeichnis" genannten Naviersclien Werkes; 
ebenso die Seiten 224 und 225 bezüglich der Linie, welcher 
die Gleichung Nr. 8 zukommt. 

Zu VI. Es ist unter den genannten Voraussetzungen die 
bis ans Ende der Abscisse x gerechnete Bogenlänge 



14) s= \ (m-\- ny') dx. 



Dies führt auf 

15) s = Äwc^* + (w — *w/J) X — *w. 
Hierfür darf, gemäß Nr. 9, gesetzt werden: 

16) 5 = ma; + w(y — k). 

Mit Beachtung der aus Nr. 9 sich leicht ergebenden geo- 
metrischen Bedeutung von i, spricht das einen sehr einfachen 
Satz aus. 

Zu Vn. Eine Bogenlängen - Berechnung der gleich- 
gespannten Kettenlinie findet man auf Seite 415 der S.Auf- 
lage des im „Literaturverzeichnis" genannten „Elementarbuchs'' 
von Autenheimer. 

§ 4. Mittelwerte.*) 
A. 

Der Mittelwert der Ordinaten einer Kurve. 

Unter der mittleren Ordinatenlänge oder unter dem 
Mittelwerte der Ordinaten einer auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem bezogenen Kurve versteht man (wenn nicht 
ausdrücklich anderes festgesetzt wird) die Höhe desjenigen 
Rechtecks, welches, über der gleichen Grundlinie stehend, jener 
Kurve flächen gleich ist. So stellt z.B. das h der Figur 2 
(auf Seite 6) den Mittelwert aller Ordinaten der Kurve MPN 

dar; femer hat man in ^ttö, oder 0,785 a, den Mittelwert 

der Ordinaten eines Kreisquadranten, weü ^na^ der 

Flächeninhalt ist und a die Länge seiner Grundlinie. (Man 
sehe jedoch: Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen 
der Integralrechnung, § 7 und 8.) 



Siehe § 21, AbschnittHL 
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Es ist jene „mittiere Ordinatenlänge** der Mittelwert des 
Abstandes der Kurve von einer Geraden, nämlich von der 
X-Achse. (Vergleiche den auf Seite 16 folgenden Abschnitt E.) 

B. 

Der mittlere Abstand der Kreisfläche von ihrem Zentrum.*) 

Es liegt nahe, diesen Abstand, welcher q heißen möge, zu 
definieren durch die Gleichung 



r=:a 



1) Fq= dF.r, 



F,=j, 



r = o 



in welcher unter F der Flächeninhalt des Kreises verstanden ist, 
unter a der Halbmesser, unter dF ein kreisringförmiges Flächen- 
element mit dem inneren Halbmesser r, dem äußeren r -\- dr 
und dabei 

2) o^r^a 
gemeint wird. 

Die Gleichung Nr. 1 sagt, daß das Moment der Gesamt- 
fläche (bezogen auf den Mittelpunkt AT) gleich ist der Summe 
der Momente aller Flächenelemente. Sie ist ebenso gebildet, 
wie z. B. die für statische Momente geltenden Gleichungen 
gebüdet sind. (Man sehe den § 12.) 

Es folgt aus Nr. l.sehr leicht: 

3) Q = la, 

was nachgewiesen werden möge (durch Einsetzung der Werte 
von F und djP, nebst weiterer Durchführung der mit Nr. 1 an- 
gedeuteten Rechnung). 

C. 

Die Mittelwerte der Abstände einiger Flächeninhalte und 
Rauminhalte von einem Punkte oder von einer Geraden. 

Man definiere und berechne in der Weise, wie es im vor- 
hergehenden Abschnitte, unter B, bezüglich der Kreisfläche 
und ihres Mittelpunktes geschehen ist: 

I. den mittleren Abstand q einer Kreis ring fläche von 
ihrem Zentrum; 



") Man denke sich diese Kreisfläche im volkswirtschaftlichen 
Sinne; etwa als ein Erzeugungsgebiet, ihren Mittelpunkt 
als den Absatzort der Erzeugnisse. 
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n. den des Rauminhaltes einer Vollkugel und einer Hohl- 
kugel von ihrem Mittelpunkte; 
ni. den des Inhaltes eines vollen und eines hohlen Kreis- 
zylinders von seiner Achse; 
IV. den des Volumens eines Kreiskegels und eines Kreis- 
kegelstumpfes von seiner Achse. 
Andeutungen zur Lösung. Für I wird man (wie bei B) 
Elemente benutzen, welche die Form von unendlich schmalen 
Kreisringen haben; für II: Elemente von der Form unendlich 
dünner Hohlkugeln; für HI und IV: Elemente von der Form 
unendlich dünner Hohlzylinder. 
Dies führt bei I auf 



4) 






Fig. 4. 



wobei unter Uq der innere, unter ai der äußere Halbmesser des 
Ringes verstanden ist. (Man zeige unter Benutzung der Gleichung 
Nr. 40 des § 12, oder auch der sehr bekannten für die Schwer- 
punktslage des Trapezes geltenden Formel,*) daß q die 
Strecke ist, um welche der Schwerpunkt eines Kreisring- 
elementes vom Zentrum absteht, wenn das Element die Form 
eines zu unendlich kleinem Zentriwinkel gehörigen Ring- 
ausschnittes hat.) 

D. 

Der mittlere Abstand eines Punktes von einer Geraden. 

Ein Punkt (siehe 
die Figur 4) möge in 
Bezug auf eine Strecke 

gegeben sein durch die 
Abstände 

OPo = To und OPn = rn; 
z. B. sei in einer ebenen 
Gegend eine Ortschaft 
bezüglich einer gerad- 
linigen Eisenbahn- oder 
Kanalstrecke in der ge- 
nannten Weise gegeben. 



^ 



-^— '7^ 





*') Ligowski, Taschenbuch der Mechanik; 2. Auflage: S. 44. 
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Es soll der mittlere Abstand, welchen von Sn hat, be- 
rechnet werden; auch soU man das Ergebnis auf den Fall an- 
wenden, in welchem in Sn oder dessen Verlängerung liegt. 

Andeutungen zur Lösung. Man denke sich Sn in 
n gleiche Teile von der Länge JSn geteilt und verfahre dann 
so, wie es im § 9 der Schrift „Fuhrmann, naturwissenschaft- 
liche Anwendungen der Integralrechnung" gezeigt worden ist. 

Näheres durch Seite 137 und 138 der im „Literatur- 
verzeichnis" genannten Arbeit von Drobisch, über die mittleren 
Radien u. s. w. Femer durch den § 4 der Schrift: Grunert, 
über die mittlere Entfernung u. s. w.; 1848. Oder durch Seite 289, 
Beispiel 1, der 3. Auflage des 11. Teils von Schlömilchs Übungs- 
buch zum Studium der höheren Analysis. 

E. 

Der »mittlere Radius" einer Linie, einer Fläche 

oder eines Körpers. 

Das unter D. bezüglich des mittleren Abstandes eines 
Punktes von einer Geraden Vorstehende ist ein besonderer Fall 
der Lehre vom „mittleren Radius". Letztere betreffend 
sehe man die im „Literaturverzeichnis" genannten Arbeiten von 
Hermann, Drobisch, Grunert und Zwicky. Femer: Schlö- 
milch, Übungsbuch zum Studium der höheren Analysis; Teil 11, 
§ 34 der 3. Auflage; oder § 37 der 4. Auflage (von R. Henke). 

— Auch beachte man: Röscher, Grundlagen der National- 
ökonomie, Band I, Seite 48 (nebst den zugehörigen Anmerkungen 
Nr. 1—4) der 19. Auflage. — Schönberg, Volkswirtschafts- 
lehre; Band I, Seite 610; Band 11, Seite 81—83, der 2. Auflage. 

— V. Thünen, der isolirte Staat, 3. Auflage, Teil I, Seite 92—103 ; 
mit Teil II, Abteilung 2, Seite 433—439.*) 

Es bezieht sich diese Literatur teilweise auch auf die wirt- 
schaftliche Bedeutung des mittleren Radius. (Mittlere Ent- 
fernung des Ackers vom Hofe; mittlerer Abstand eines 
Grundstücks von der Betretungsstelle.) 



") Die für die Berechnung des «mittleren Radius" nötige Inte- 
gration ist sehr oft eine mehrfache. Man sehe § 21, Unter- 
abschnitt III. 
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F. 
Die mittlere hydraulische Tiefe eines Wasserprofils. 

Unter derselben (oder unter dem ^mittleren Profil- 
radius ") versteht man das (im Sinne der Figur 5 gemeinte) 
Verhältnis des Flächeninhaltes 



Fig. 5. 



+y 




zu dem benetzten Umfange 

p=BPÄP^B^. 
Da bekanntlich, bei symmetrischer Profilform, 



5) 
und 

6) 



F=2Jydx 

o 



ist, wenn OÄ = a, so kommt die Berechnung jener mittleren 

Tiefe, welche r heißen möge, im allgemeinen auf die Bestimmung 

zweier Integralwerte hinaus. 

Man ftihre die Rechnung durch für den Fall, daß das 

Profil BAB^ 

a) ein Halbkreis, 

ß) eine Halbellipse 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. T. IV. 2 




Einlache Integrationes. 

[?;(;. Für den letztgenannten Fall untersuche man auch, welchen 
GiLnawert r hat, wenn bei unveränderlicher Breite BB^ =^ 2&, 
die Tiefe OÄ = a ins Unendliche wächst. 

Andeutungen zur Lösung. Beim Halbkreise ist 

7) r = 0,5 6. 

Für die Halbeilipse ei^bt sich, wenn mau a ins Un- 
endliche waclisen läßt, 

8) JAm.r = 0,7Sh. 

Literatur; Lueger, die WasaerversorguDg der Städte; 
Seite 47, 53 und 54. (Aucb, wegen der Rektifikation der Ellipse; 
Schlömilch, Compendium der höheren Äaalysis; Band I, 
Seite 386 und 387 der 5. Auflage.)*) 



Der mittlere Neigungswinkel einer krummen Linie und der 
mittlere Böschungswinkel einer krummen Fläche. 

Beide "Winkel sind für manche Bauzwecke von "Wichtigkeit; 
so 7. B. für die Beurteilung des Durchschnittsgefälles von 
Büflisn, Flüssen und Strömen. 

Unter dem mittleren Neigungswinkel einer Kurve ver- 
steht man den Winkel, dessen Tangente das arithmetische Mittel 
der Tangenten der Neigungswinkel der einzelnen Kurveneiemente 
ist, hierbei jede Tangeute genommen mit einem Gewichte, pro- 
portional der Horizontalprojektion des Elementes, 

Für den mittleren Böschungswinkel einer krummen 
Flüche gilt die entsprechende Begriffserklärung; und zwar 
derartig, dafl an die Stelle des Linienelementes das Fläehen- 
olement tritt. 

Näheres durch Seite 11 von Loewes nStraßenbaukunde" 
("Wiesbaden, 1895) und durch die im „Literaturverzeichnis" ge- 
nannte Arbeit von Fiasterwalder über die topographische 
Flüche. (Man sehe auch: Fuhrmann, naturwissenschaftliche 
Auwendungen der Integralrechnung, § 7 und § 29.) 



•) Über elementare Formeln zur Bereclmung des Ellipsen- 
umfanges sehe man die im „Literaturverzeichnis" genannte 
Abhandlung von W. Heymann. 
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§ 5. Der Rauminhalt säulenförmiger oder faßformiger Körper. 

A. 

Ein ümdrehungskörper, von welchem die Figur 6 einen 
die Achse AAi in sich enthaltenden ebenen Schnitt darstellt, 
möge durch die Abmessungen 

OA = OAi = a, 

AB = ABl = AD = ÄiDi = 6, 

0C= OCi = c 

und durch die Art seiner Meridiankurve BCD gegeben seio. 
Letztere sei eine gemeine Parabel, deren Achse längs CO 
liegt und deren Scheitel sich in C befindet. 




^Y C 



Man berechne durch bestimmte Integration das Volumen F 
jenes Säulen schaftförmigen oder faßförmigen Körpers und 
zwar ausgedrückt durch a, b und c. 

Das Ergebnis wende man, zur Prüfung desselben, auf den 
besonderen Fall OC=AB an. 

Lösung. Wird das Koordinatensystem so gelegt, wie die 
Figur 6 es zeigt, so hat das an der allgemeinen Stelle PQPi 
liegende kreisscheibenförmige Volumenelement den Inhalt 

1) dV=ny^dx^ 

w^obei OQ^=^x und QP = y ist. 



Einfoche Integrationen. 
Demgemäß gilt für das gesuchte Volumen die GieichuDg: 



I / Tiy'dx.*) 



2) . V=2j Tiy'dx.*) 

Zwischen x und y aber besteht hier, was die analytische 
Geometrii' lehrt, zufolge des Krümmungsgesetzes der Linie BCD, 
die Beziehung 

3) x'' = '2pic~y), 

wenn mit p die Länge des, zunächst unbekannten, Halbpara- 
meters der Parabel BCD bezeichnet wird. 

Wendet man diese Gleichung Nr. 3 auf den Punkt G an, 
so gibt sie: 

4) a'>=.2p(c-l). 
Es ist iilsu, gemäß Nr. 3 und 4: 

6) :j!=_?L („_,), 

daher 
6} y = c-^-^x'. 

lüpnnit geht Nr. 2 über in: 

T) V=2nf[c-^-^x^ydx. 

Diu Durchführung der Integration liefert: 

als Formel fiir das Volumen eines parabolisch gekrümmten 

Säule 11 Schafte 3 oder eines parabelförmig gekrümmten 
Fasses. 

In dem besonderen Falle 

•1) OC=ÄB, also c = b, 

gibt das: 

10) F=2nrafeS 

was durch die Anschauung bestätigt wird. 

'} Iber Sätze und Formeln bezüglich der Eauminhaltaberech- 
mingen mitteb einfacher Integration sehe man: Schlömilch, 
L bungsbuch zum Studium der höheren Analysis, Teil II, 
Seite 131—133 der 4. Auflage. 
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B. 



I. Ganz so, wie es im vorhergehenden Abschnitte, unter A, für 
parabolische Erümmung geschehen ist, kann die Berechnung des 
Rauminhaltes von säulenschaftförmigen oder faßförmigen 
Körpern auch dann erfolgen, wenn andere Erümmung vor- 
liegt. Auszugehen hat man immer von der für das Volumen 
des Umdrehungskörpers geltenden Gleichung Nr. 2. In dieser 
ist, mittels der (aus der analytischen Geometrie entnehmbaren) 
Meridiangleichung, zunächst dafür zu sorgen, daß nur eine 
Veränderliche unter dem Integralzeichen vorkommt. Hierauf 
kann zur Durchführung der Integration geschritten werden. 

n. Ist z. B. kreisförmige Krümmung vorhanden, also 
die Kurve BGD der Figur 6 ein mit dem Halbmesser r be- 
schriebener Kreisbogen, dessen Mittelpunkt M auf CCi oder 
dessen Verlängerung liegt, so besteht, was man leicht erkennt, 
zwischen x und y die Beziehung 

11) x^-{-ic — yy = 2r{c-y). 

Mittels derselben ist y in die Gleichung Nr. 2 einzuführen und 
dabei zu beachten, daß r sich aus dem mit Nr. 11 gleichartigen 
Zusammenhange 

12) a* + (ö - l? = 2r (c — h) 
ergibt.*) 

HI. Ist elliptische Krümmung und zwar derartig vor- 
handen, daß die Strecke OG der Figur 6 die Länge der kleinen 
Halbachse büdet, so folgt der "Wert des y aus der gewöhnlichen 
Form der Ellipsengleichung. 

rv. Kennt man die Art der Krümmung des Meridians JBCD 
(Fig. 6) nicht, wohl aber die Lage von n Punkten desselben, 
so ist näherungsweise die Gleichung 

13) y = Cq -{- c^x -{- c^x^ -\- c^x^ -\- -^-Cn-xx""-^ 

anwendbar. Es sind dann die n Koeffizienten 

Co» Cj, Cj, C3 . . . . Cm— 1 ] 



*) Statt Nr. 11 und 12 kann man auch die Gleichungen 

«' + (y + c)* = (t» + c)* 
und 

aa + (^ + j)2 = (in 4. c)2, 

in denen m die Strecke OM bedeutet, benutzen. 






^ 
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ans der Lage jener n Punkte abzuleiten. (Man sehe: Fuhr- 
mann, natiirwissenschaftliche Anwendungen der DifferentiaJ- 
reeliniiQg, § 23 der 2. Auflage.) 

V. Lie^ft der säulenwulstförmlge Körper Tor, von 
welchem die. Figur 7 einen Aohsenschnitt darstellt, so ist, unter 
Beibehaltung der für die Figur 6 benutzten Bezeichnungen, 
14) c~a + h 

niid 

15) 





Fig 

B 


X 

A 


B, 


p/ 




Q 


!?\^ 


y rl 1 





; \c. 


V 


j 


\J 



\A. 



Damit geht Nr, 2 über in: 



16) 



F= 2jrJ (J + Va?—x^fAx. 



Man führe auch für diesen Fall die Integration durch und 



vergleiche das I 
für das Volumen de 
Femer wende man i 
den Fall 

17) 6 = 

für welchen sich das Kugelvolu 



mit dem aus Nr. 11 und 12 abgeleiteten 
kreisförmig gekrümmten Säulenschaft es. 
i, zur Bestätigung der Rechnung, an auf 



i ergeben muß.*) 



*) Für alle Säu]ent«ile, welche UmdrehungBkörper sind, kann 
der Rauminhalt so berechnet werden, wie es in den vorstehen- 
(leH AbBchnitten A und B für den Säulenschaft und den 
Situlenwulst angedeutet worden ist. 
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C. 

Folgende Literatur sei der Beachtung empfohlen: 

Schlömilcli, Übungsbuch zum Studium der höheren Ana- 
lysis, Teil 11, Seite 103, Nr. 6 und 7 der 3. Auflage. (Volumen 
des parabolisch und des elliptisch gekrümmten Fasses; Ver- 
gleichung beider.) 

Femer die im „Literaturverzeichnis" genannten, die Fässer- 
berechnung anlangenden Arbeiten von Adam, Broda, v. Frank, 
Franz, Grunert, Mansion, Schlömilch und Stell. 

Es bezieht sich diese Literatur zum Teil auf elementare 
Faßberechnung und auf Näherungsformeln. 



§ 6. Die Enbatur von Turmspitzen, Kuppeln, Gewölben u. s. w., 
welche die Form von ümdrehungskörpem haben. 

A. 

Die Oberfläche einer Turmspitze, von welcher OÄBC 
(Figur 8) den vierten Teil darstellt, möge dadurch entstanden 



Fig. 8. 



rr 



iY 




gedacht werden, daß der mit dem Halbmesser a aus dem 
Punkte M beschriebene Kreisquadrant APG eine volle 
Drehung um die Achse OC gemacht hat. Man soll den Raum- 
inhalt 

1) r=4.0ABG 

jener Turmspitze durch bestimmte Integration berechnen. 
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Lösung. Wird das in der Figur angedeutete Koordinaten- 
system benutzt, werden also die Koordinaten OJ" und fP des 
allgemeinen Kurvenpunktes P mit x, bezüglich e, bezeichnet. 
so hat das an der allgemeinen Achsenstelle R befindliche krei«- 
scheibenformlge Volumen element den Rauminhalt 

2) dY=7ix''dg. 

Ks ist also 



n 



-f 



Ttx'dg. 



Hierbei besteht zwischen x und z, wie die (erweitert zu denkende) 
Figur 8 es lehrt, die Beziehung 

Man hat also, gemäfi Nr. 3 nnd 4: 



6) 



mithin 



r= nj(a - Ve (2a — z))*^'; 



6) Y= 71 j(a^ — 2a Ve (2a -*) + « (2o — *)) de. 

Bei der weiteren Durchführung der Rechnung empfiehlt • 
sich zn beachten, daß 



7) 



1= iVH^a^z) 



leicht geometrisch gedeutet werden kann, nämlich als Flache 
des Viertelkreises ACM. (Vei^leiche § 1 unter Jj.) 
Man hat dann sogleich: 

8) F= 71 (a" — 2 o . 1 710^ + 2a . I a* — I o^), 
daher 

9) F = |?i(10 — 37r)a*. 

Anmerkung. Es ist ratsam, dieses Volumen mit dorn 
der zagehörigen Halbkugel (vom Badius a) zu vir- 
gleichen; femer mit dem des zugehörigen Zylinders und 
Kegels. 
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B. 

Zu berechnen sei das Volumen V desjenigen kuppei- 
förmigen oder gewölbeartigen Umdrehungskörpers, von 
welchem die Figur 9 
durch OÄBC den 
vierten Teil ande utet ; 
und zwar sei die 
Rechnung durchzu- 
führen für den Fall, 
daß die Meridian- 
kurve APG 

I. ein Kreis- 
bogen, 

n. ein Ellip- 
senbogen, 

DI. ein Para- 
belbogen 

von näher anzuge- 
bender Art ist. 

Ferner soll die 
Aufgabe vorliegen, den 
Rauminhalt V des turm- 
spitzenförmigen Rota- 
tionskörpers, von welchem 
durch die Figur 10 ein 
Viertel dargestellt wird, 
zu ermitteln, falls man 
die Gleichung der Meri- 
dianünie AG nicht kennt, 
wohl aber die Lage hin- 
reichend vieler Punkte 
(-4, C, Pi, P2 und so 
fort) derselben. 

Andeutungen zur 
Lösung. Aus naheliegen- 
den Gründen kann die Be- 
rechnung der verlangten 
Rauminhalte im wesent- 





'^X 



j 
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liehen so erfolgen, wie es im § 5 für säulenförmige Körper 
geschehen ist und in dem vorstehenden Abschnitte Ä für eine 
kreisförmig gekrümmte Turmspitze. 



§ 7. Das Volunien einiger Dächer und Oewölbe, welche nacli 

Zylinderflächen gekrümmt sind. 

A. 

Das kreisförmige Klostergewölbe.*) 

Der überwölbte Grundriß OÄB (Figur 11) sei ein recht- 
winkliges Dreieck mit den Kathetenlängen 

OA = a, AB — b. 



Fig. 11. 



^Z 




Der Scheitel C des Gewölbes CNÄBPC (Zylinderfläche 
gleichgerichtet AB) liege senkrecht über im Abstände 

00=^ c. 



•) Über die Formen der verschiedenen Gewölbearten sehe man: 
Gottgetreu, Lehrbuch der Hochbaukonstruktionen, Bandl, 

Seite 121—211 der 1. Auflage (v. J. 1880); oder Seite 170—316 

der 2. Auflage (v. J. 1899). 

Lueger, Lexikon der gesamten Technik, Band 4, Seite 

651-657. 
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Die Wölblinie GNA sei ein aus Q (senkrecht unter 0) be- 
schriebener Kreisbogen. 

Man benutze ein Koordinatensystem, welches so liegt, wie 
die Figur 1% es zeigt, und berechne durch unbestimmte Inte- 
gration*) 

I. den Inhalt F« des Gewölbe volumens OCNLMP^ aus- 
gedrückt durch a, &, c und Xy nämlich Oü, 

n. den Inhalt F« = OCAB; 
auch wende man die Ergebnisse auf den besonderen FaU 

an. 

Andeutungen zur Lösung. Das rechteckig-plattenförmige 
Volumenelement am Ende der Abscisse x (angedeutet durch 
LMFN) hat den Wert 

1) dV = LM. LN.dx^ yzdx. 

Dabei ist, was man leicht der Figur 11 entnehmen kann. 



2) 






femer, wenn der Kreishalbmesser ((^C^ QN, QA) mit r be- 
zeichnet wird, 

3) LN= 2 = Vr^ — x^—Vr^ — w'i 

endlich 



4) 



a^ + c" 

T = ' 

2c 



Hiermit ergibt sich: 

5) Y^^^fx{^r^'^^^^ — Vr^ — a^)dx, 

mithin, bei gehöriger Berücksichtigung der Integrationskonstante, 



6) Fr = ^ {l T^ — 3- f^Ö^^^Zl^^)' - \Vr^ — a'x^. , 



8 ' 8 

wobei r durch Nr. 4 bestimmt ist. 



*) Der Rauminhalt (und Oberflächeninhalt) mancher Gewölbe läßt 
sich auch elementar (ohne Benutzung der Integralrechnung) 
ermitteln. Siehe hierüber § 226-234 (Seite 174—180) der im 
„Literaturverzeichnis*' genannten „Genetischen Stereometrie" 
von K. Heinze. 
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Femer folgt (für a? = a): 

^^ ^*"" 12 a • 

Den in der Aufgabe genannten Sonderfall hat man nun für 

8) c = a; 
nämlich : 

9) ra = l-aH. 



B. 
Das elliptische Eiostergewöibe. 

Ist die Wölblinie CNA (Figur 11) eine halbe Ellipse, für 
welche OÄ=^a und OC=c die Halbachsenlängen sind, so hat 
der Gewölberaum CNABPC den Inhalt 



10) 






r. = ~abe. 



mithin 

11) ,„_3 

Er beträgt also dann das Doppelte des Volumens der Pyramide 

OÄBC. 

Man weise Nr. 10 und 11 nach, die Rechnung in der vorher 

(unter A) angedeuteten Weise durchführend. 



C. 

Das parabolische E.iostergewöibe. 

Wenn die WölbUnie eine gemeine Parabel ist, deren 
Scheitel in C (Figur 11) liegt und deren Achse in die Richtung 
CO fällt, so hat man: 

12) ra = jalc, 

also y des Volumens der Pyramide OABG*) 

Auch dies möge so abgeleitet werden, wie es in dem vor- 
stehenden Abschnitte A gezeigt wurde. 



*) Fuhrmann, Aufgaben aus der analytischen Mechanik, TeUI, 
Seite 73 der 2. Auflage. 
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D. 

Schlußbemerkungen. 

I. Die in der Baupraxis vorkommenden Grundrisse, welche 
durch Zylindergewölbe überspannt werden, lassen sich meist 
auf das unter A, B und C behandelte rechtwinklige Dreieck 
zurückführen. Man zeige dies an einigen Beispielen; etwa 
für das durch die Figur 12 dargestellte Rechteck und für das 
durch die Figur 13 gegebene regelmäßige Sechseck, die 



Fig. 12. 




man sich als die Grundrisse zyKndrisch gekrümmter Turm- 
dächer denken möge. 

n. Auch gebe man an, wie (entsprechend dem vorstehenden 
Abschnitte A) Grundrisse zu behandeln sind, welche nicht auf 
das rechtwinklige Dreieck zurückgeführt werden können. 

in. Endlich zeige man, wie sich die Berechnung des Ge- 
wölbevolumens V durchführen läßt, wenn man die Gleichung 
der Wölblinie CNÄ nicht kennt, wohl aber die Lage einiger 
Punkte derselben einzumessen vermag. (Siehe § 5, B, IV.) 



§ 8. Erdmassen-Bereclmung. 

A. 

Inhalt von Erdkörpern, welche zwischen „Querprofilen" 

liegen. 

Für dieselben handelt es sich, mindestens beim Straßen- 
und Eisenbahnbau, zunächst um die Lösung folgender 
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Fig. 14. 



Aufgabe: Ein Körper ÄBCDAiBiCiDi (Figur 14) hat als 
Grundfläche das bei Ä und D rechtwinklige Trapez ABGD^ als 

Seitenflächen die bei 
A^ jB, C und D eben- 
falls rechtwinkligen 
Trapeze A Ai Bi B^ 
BB^G^C, CC,DiD 
und DDiAiA. Seine 
Deckfläche A^BiC^Dx 
ist eine windschiefe, 
beschrieben durch eine 
Gerade Ei Fi , welche 
auf den Leitlinien Ai Di 
und Bi Ol derartig glitt, 
daß sie den parallelen 
Seiten ebenen AAiBiB 
und DDiGiG gleichgerichtet war. Bekannt sind die Kanten- 
längen 

1) AB = l, AD = a, DG=c, 

2) AAi = Äi, BBi = Ä2, CGi = Äs, DDi = A4. 

Das Volumen V des Körpers ABGDAiBiGiDi soll (durch 
Integration) berechnet, also durch die unter Nr. 1 und 2 ge- 
nannten sieben Längen ausgedrückt werden. 

Andeutungen zur Lösung. Das in der Figur 14 durch 
EEiFiF angedeutete zu DDiGiG parallel liegende Volumen- 
element hat den Rauminhalt 




3) 



EE, A- FF, 
dr= ^J ' FF.dx, 



wenn mit x der Abstand DE bezeichnet wird. 

Berechnet man nun die Strecken EEi^ FFi und EF 
(uDter Benutzung ähnlicher Dreiecke, welche in der Figur 14 
durch Parallelen von J)i zu 2) -4, von Gi zu GB und von 
G zu DA leicht erhalten werden), setzt die Ergebnisse ein in 
Nr. 3 imd integriert dann zwischen den Grenzen und a, so folgt: 

4) F=/2a{6(2Äa + 2Äa + Ä3 + Ä4) + ^(Ai + *2 + 2Ä3 + 2Ä4)j. 

Anmerkung. Wie die Technik diese Gleichung und einige 
ihrer Sonderfälle bei der Erdmassen -Berechnung verwendet, 
wenn Querprofile bekannt sind, darüber sehe man Seite 164 — 171 
des Werkes: Loewe, Straßenbaukunde; 1895. 
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B. 

Rauminhalt yt)n Erdmassen, deren Form durch 
„Schichtlinien" bekannt ist. 

Die Gestalt einer Bodenfläche, z. B. eines Hügels, möge 
gegeben sein durch die Schichtlinien (Gleichhochlinien, 
Isohypsen) 

5o, fii, ^2, 8s Äj 

deren Ebenen um je h Längeneinheiten von einander abstehen 
und deren Flächeninhalte 

■^05 J^l) -^35 -^3 Fn 

bekannt sind, oder leicht ermittelt werden können. 

Man zeige, wie der zwischen Sq und Sn befindliche Raum- 
inhalt JB näherungsweise berechnet werden kann 

I. durch Benutzung von Zylindern, abgestumpften 

Kegeln oder Prismatoiden, 
n. durch Anwendung der „Simpsonschen Regel''. 

Auch wende man die erhaltenen Formeln auf einen 
Sonderfall an, in welchem die Flächeninhalte Fq^ i^i, JFa • • • 
in Quadratmetern bekannt sind und ä = 1 Meter ist. 

Andeutungen zur Lösung. Die unter I verlangten 
Näherungswerte von JB ergeben sich leicht mittels der aus der 
elementaren Geometrie bekannten Formeln für den Rauminhalt 
des Zylinders, abgestumpften Kegels und Prismatoids. (Über 
das Letztere sehe man, wenn nötig: Schlömilch, Geometrie 
des Maßes, Teü II, Seite 73 der 2. Auflage.) 

Bezüglich der „ Simpson sehen Regel" (Fuhrmann, natur- 
wissenschaftliche Anwendungen der Integralrechnung; § 5.) ist 
zu beachten, daß die Flächenzahlen Fq^ Fi^ F2 . . ^ , an die 
Stelle der Längenzahlen ^o, y^, y^ .... treten. 

Anmerkung. Man sehe Seite 21—24 der im „Literatur- 
verzeichnis** genannten Arbeit von Hiebel über die topo- 
graphische Fläche. — Femer beachte man, daß das im 
vorstehenden Abschnitte B Gesagte oder Angedeutete nicht 
nur für Erdmassen gilt, sondern, im wesentlichen, für die 
näherungsweise Berechnung der Rauminhalte »aller 
Körper, falls die Flächeninhalte gleich weit von einander ab- 
stehender Parallelschnitte derselben bekannt sind. 



r. 
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C. 
Literaturangaben. 
AußiT (!(!!■ in den vorstehenden Abschnitten A und B schon 
genannten JJturatur sei die folgende besonderer Beachtung 
empfohlen: 

Francko, A,, über Massenberechnung. (Zeitschrift des 
Architekten- und Ingenieurvereins zu Han- 
nover, 1874; Bd. XX; S. 639— 548.) 
Lueger, Lexikon der gesamten Technili, Bd. 3, S. 783— 784, 

„ Erdmassenberechnung". 
Puller. Beitrag zur Berechnung der Körper-Inhalte bei 
Erd- und Mauerarbeiten. (Zeitschrift des Archi- 
tekten- und Ingenieurvereins zu Hannover; 1893; 
Bd. 39: S. 560—570.) 
Zwioky, K., zur Erdmassen-Berechnung bei Straßen- und 
Eisenliahnbauten, (Schweizerische Bauzeitung; 
Band XV; 1890, I; S. 14—15.) 



§ 9. Der Oberfläohenmhalt von Turmspitzen, Dächern 
und Gewölben, welche die Form von Ümdrehnnfj^körpeni haben.') 

A. 

KompIiinatioD einer kreisförmig gekrümmten Turmspitze. 

I. Ea miige zunächst die Aufgabe gestellt sein, für die im 
§ 6 unter A behandelte Turmspitze (Figur 8 auf Seite 28) den 
Ob e rfläclien in] I al t 

1) S=i.ÄBC 

dui'ch bestimmle Integration zu berechnen, hierbei x, also Ol", 
als unabhängige Veränderliche benutzend. 

Lösung. Wird, wie im § 6, P'P mit e bezeichnet, wird 
femer unter s die Länge des Bogens CP verstanden, so hat 
man .für das gürtelförmige Oberflächenelement, welches durch 
den Bogen PQ zu einem Viertel angedeutet ist, den Wert 
1) d8— 27TXds. 

") ilim seLe den § 6. 
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3) S=2n ixds. 



Dabei 



f' 



ferner, was leicht der Figur 8 entnommen werden kann : 
a — e = Vx{^a — x), 



4) z = a~ Vx^^a — x). 
Aus Nr. 4 folgt: 

5) ae = -: — dx ; 

Vxi^a — x) 

mitliin ist 



») />+(f:)"= 



äxJ Vx{^a — x) V2ax- 
Wejfen Nr, 6 und Nr. 3 geht Nr. 2 über in: 

7) S=2„af, "'^ - 

Bekanntlich aber gilt die Formel 



" ./ Kr" <•. 2t../ KT''' 

in welcher 

9) 2'=Co-)-CiX + Cj.i^ 

ist. Sie gibt: 

J V2ax — x^ J V¥äx — x* 

Ferner hat man; 

dx f dx 



./ V2 aa; — x* J Va* — (a — x^ 



*) Über die Ableitung dieaer Gleichung Nr. 8 sehe man, wenn 
nötig, eines der im „Uteratur Verzeichnis" genannten Lehrbücher 
der Integralrechnung; z. B. Schlömilcb, Compendium der 
höheren Analysis, Band I, Seite 33f) der 5. Auflage. 

ilirmHnn. Anwcildunefu d. IiiflniU'iiiiiRlrcclinuiiK. T. IV. '■i 
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also 



12) 



/' xdx .,— 

( ______ = — v2ax — X 

J H ax — 3;* 



Daher ist, gemafi Nr, 7, 

13) S = JT (TT — 2) a* 
der gesuchte OberflächeDinhalt. 

Anmerkangen. a) Nahem ngs weise , nämlich dann, 
wenn Ji gleich y genommen wird, g^bt Nr. 13: 

fir=l'j,^a' = 3,59fl*. 

ß) Zu dem Flächeninhalte der zugehörigen (mit dem 

Halbmesser a beschriebenen) Halbkugel verhält sich jS 

wie 7t — 2 zu 2, also nahezu wie l,u:2, oder wie 4:7. 

H. Es möge nun verlangt werden, den Flächeninhalt S 

durch bestimmte Integration zu berechnen, indem man die 

Bogenlänge s (an Stelle der Abscisse x) als unabhängige 

Veränderliche benutzt, 

Lösung. Statt der Gleichung Nr. 2 liegt dann die Gleichung 

14) S = 27i/xd« , 

vor. 

Dabei ist, was man sofort der Figur 8 entnimmt, 

15) X = a — a cos w = o (1 — cos to), 

wenn mit w der Winkel CMP bezeichnet wird, gemeint in 
Bogenmaß fUr den Radius 1. 
Ferner hat man: 

16) 8 = aw, (ö= — ; 

17) x = a(i 



J)- 



Damit geht Nr. 14 über in: 
18) S— 2iio r(l — cosi)ä«. 
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Dies gibt sofort die Gleichung Nr. 13. Es ist also diese Art 
der Herleitung von 8 viel einfacher als die unter I benutzte. 

ni. Man berechne femer durch unbestimmte Integration 
den Oberflächeninhalt 

19) S^^i.ÄBQP 

(Figur 8 auf Seite 23), hierbei die Ordinate jer, nämlich P*P^ 
als unabhängige Veränderliche benutzend. Das Ergebnis wende 

man an auf js = a und auf ;sr = y a. 

Lösung. Auch hier bildet, wie unter I, die Gleichung 
Nr. 1 den Ausgangspunkt der Rechnung. 

Dabei ist 

20) ds = Vdx^ + djs^ = ]/{jff +ld^; 
ferner, der Figur 8 entnommen, 



a—'X = Vz (2 a — z), 
also 

21) x = a — Sz{^a — z). 
Nr. 21 gibt: 

22) äx = . — - dz ; 

Vz(2a-z) 

daher: 

a 



23) i/m'^i 

Mit Nr. 20, 21 und 23 geht Nr. 1 über in: 

24) dS= 2 na ( ,- ^ — — \\ dz. 

\yzQia — z) ) 

J \yz{2a — z) ) 



Man hat also: 
25) 

Da nun 



c^. C dz C ^^ . z — a 

26) 1 — = / -7 ^ ^^r^ = arc sm 

JVz(^^a — z) JVa^ — ia — zY « 

ist, so ergibt sich: 

27) Ä = 2 TT« ( a arc sin ^ ) ~f~ Konstante. 



36 ' Giufocbe IntegratdoDen. 

Der Vi'eri der Integrationskonstante folgt hierbei aus der Be- 
dingung, daß S, verschwinden muß, wenn e zu Null wird. Dies 
liefert, gemäß Nr, 27 : 

28) = 2 TT« I — ^ <* ) 4* Konstante. 
Damit geht Nr. 27 über in: 

29) 8,^2 7ia(a(-^ aresin -\ ~ A. 

Mail hat also schließlich fiir den gesuchten Oherflächeninhalt: 
.SO) S. = 27i ( arc cos ^^^ — — | a". 

Wird liierin 

31) z~a 

genommeD, so ergibt sich wieder die Gleichung Nr. 13. 
Für 

32) z= {-a 
liefert Nr. 30: 

33) S'j„ = 2 71-0* (arc cos I — |) = -[?i(2ji— 3)«'; 
oder, näherungsweise, wenn ?r=: j gesetzt wird; 

34) 5j„ = 3,44 0*. 

IV. Es sei endlich verlangt, den Oberflächen Inhalt 

35) -5^«. = * ■ GPQ 

durch unbestimmte Integration zu berechnen, ind^u man den 
Winke] w, nämlich CMP, als unabhängige Veränderliche be- 
nutzt. Auch soll das Ei^ebnis auf die Sonderfalle; m = ^71 und 
w ^ ^ TT angewendet werden. 

Li3sung. ■ Zunächst gQt wieder die Gleichung Nr. 1. 
Dabei ist 

3ß) x = IiP=BN~FN=a{\—costa). 

Feruer hat man ; 

37) ds=^aditi. 
Hiermit geht Nr. 1 über in: 

38) dS^ = 2 710* C — cos w) diä. 



3* / (1 — COS w) db> 
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Es ist also 

39) 8^ 
d all er : 

40) Ä'„, = 2 jia^ (w — sin w) -^ Konstante. 

Weil Ä^ verschwinden muß, wenn m zu Null wird, so hat hier- 
bei die Integrationskonstante den Wert Null; mithin ist 

der verlangte OberAächeninhalt. 

Für den in der Aufgabe genannten ersten Sonderfall, 
w = J-Ti, gibt das: 

also näherun geweise, nämlich dann, wenn nr = *% und ^2 = I,4i 
genommen wird: 

43) S'i n = 0,51 a*. 

Für den zweiten Sonderfall, m^ ^?i, liefert Nr. 41 deD 
Wert Nr. 13, wie es sein muß. (Aus Nr. 13 und Nr, 41 kann 
auch wieder Nr. 30 entnommen werden.) 

Anmerkung. Die im vorstehenden Abschnitte A (unter 
I — IV) benutzte Anwendung von verschiedenen unab- 
hängigen Veränderlichen möge auch für andere Fälle Be- 
achtung finden. 



KompUnation einer Knppelfläche mit rechteckigem 

Grundriß. 

Der Kugelmittelpunkt liege in (siehe die Figur 15, auf S. 38); 
der Kugelhalbmesser habe die Länge OC=c. Der überwölbte 
Grundriß sei das Rechteck OADS mit den Seitenlängen OA ^ a 
und OB = h. 

Man soll, durch unbestimmte Integration, den Inhalt & des 
Gewölbeflächenteiles CNPG berechnen, dabei x, nämlich OL, 
als unabhängige Veränderliche benutzend; aus S^ soU man den 
Inhalt Ä, der ganzen Gewölbefläche CEFO- entnehmen (aus- 
gedrückt durch a, b und c). 
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Lüsuiiy;. Das läogs NP liegende Flächenelemettt hat 
den lulialt; 

44) dS^ = 'BogBiiNP.ds, 

wenn mit s die Länge des Bogens CN bezeichnet wird. 
Dabei ist der 
4b) Bogen NP = ^ arc sin " = ä^ arc sin - , 

falls unter y und e die Strecken LM, bezüglich LN, ver- 
standen sind. 




Femer hat man; 
46) ds = Vax' + dz^ = \U + (|^/ 



47) 



48) 



= Kc* - X». 



dx 



«' '+(sy=.-^- 



r 
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Also 

50) ds = -j== dx. 

Demgemäß ist, laut Nr. 44, 45, 47 und 50, 

51) dSx = c arc sin ... . ■z^t t dx. 
Kc* — 3? 

Mithin 

52) Sx = tf Tarc sin 17=^ da;. 
J VC* — x^ 

Benutzt man Produkt -Inte^alion, so geht Ni. 52 über in: 
hS) 8x = c\x arcsin-T^z^ — / .r . <? arc sin , ^ \- 

Da 

, . 6 bxdx 

a arc sin -■ ■ — = = 

Vc' — x' (c» — x') Vc* -¥ — i* 

ist, so hat man statt Nr. 53: 

54) 5r = c ; jr arc sin -. - ■-.■■ ■■■■- — hJA, 
[ Ve^ — x^ I 

wenn, zur Abkürzung, 

55) f "^'^ =J, 

gesetzt wird. 
"Wegen 



folgt aus Nr. 56 : 

oder, abgekürzt geschrieben, 

57) J, = — J, + c'J,, 

wobei, gemäß Nr. 56: 

und 

59) J.~( /^ 

J (c^ — x'^)Ve* — 6' — a" 
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Da nun, laut Nr. 58, 



60) 



J,= 



dx 



Vc^ - 62 |/; 



X' 



ist, so hat man, nach einer sehr bekannten Grundformel der 
Integralrechnung : 



61) 



J„ SS arc sin 



X 



2 



Ferner ergibt sich für Js, gemäß Nr. 59, wenn mittels der 
Substitution 

62) X = Vc*"-^^ sin u 

eine neue Veränderliche eingeführt wird: 

du 



63) 



-h 



^ ' c* cos* u-\-'b^ sin* li* 
Dies kann auf die Form 



64) 



e7« = 



'3 



-» sec* u du 
c* 

1 + (^- tan wj 



gebracht werden. Bekanntlich aber ist 

65) dtant? = sec^t;^!;; 
daher, laut Nr. 64: 

66) e/s = 

Da nun 

sinM 



arc tan ( — tan wj. 



6c 



67) 



tanu = 



so hat man, gemäß Nr. 62, 
68) tan u = 

also 



COSM 



X 



VW^h^ — x''' 



69) 



J« = 



'8 



arc tan 



Ix 



bc cVc' — l^ — x^' 

Demnach, laut Nr. 57, 61 und 69: 

^ , c . hx 

__ -4— — am. Tfl.n 



70) Ji = — arc sin , + -^ arc tan , 

-_jt 6 cf'c* — 6« — ar« 
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Daher ergibt sieh, gemäß Nr, 54 und 70: 



71) 



= c {X arc sin 



hx 



- -f- J arc s: 



Ve* - 6» 

- c arc tan — t- \ -\- Eonstante. 

Hierbei folgt die Integrationskonstante aus der Bedingung, 
daß für X = auch Si = o sein muß. Es ist also jene Kon- 
stante gleich Null. Demgemäß hat man für den gesuchten 
Inhalt des GewölbeflSchenteiles CNPG den Wert 

72) 5", = c Ij arc sin rp^^^^ + fc arc sin -^ 



Vc^- 



Vc* — b* 



c Vc* — 6' — X 
also für den der ganzen Gewölbefläche CEFG: 



. 73) 5, = c^oarc s 



r + i« 



ab 1 

— c arc tan — \ . 

c^c' — b* — a^i 

Bei quadratischem Grundriß (^0B= OA^a) wird dies 
zu dem weit einfacheren Werte 



74) S,. 



: c^2a arcs' 



Vc' — a" cV'c* — 2ß='l 

Anmerkungen. I. Man zeige, daß Nr. 73 übei^etit in 
76) Sa=\^c(a + b-c) = \nc(.a + V^^^^^-c), 

wenn der Punkt D (Figtu- 15) nach D, oder D^ rückt, also F auf 
dem ViertellqreiBe AiDiD^QBi liegt. 

Auch untersuche mau, für welche Werte von a der Flächen- 
inhalt Sa dann zu Null wird; femer: für welchen Betrag von a 
er seinen Größtwert erlangt und wieviel dieser beträgt. (Das 
Maximum von S' tritt ein, v 

Vi- 



. Zu Null wird Sa für o 






', also, abgerundet. 

für a = c. Die Anschauung bestätigt diese aus Nr. 75 rech 
nerisch entuehmbaren Ergebnisse.) 
IL Bekanntlich ^It die Gleichung 

76) arctan( = arcsin-r=-r . 



■:l 



^ 



r 



Einüiche Integrationen. 

Sie kann sofort der Figur 16 entmoiameQ werden, in welcher 
AD = t und OA^OB = l Torau^esetrt iat 

Man zeige, daß sich Nr. 73 mit Benutzung -von Nr. 76 auf die 

FOMU 



:. = ,{», 



VF^ 



- + 6 arc sin 



V^- 



Vi^ 



78) 



1 läßt; also auch auf die sehr einfeche Ponn 
8« = e{aa + bß-or}, 

wenn unter n, ß und y 
Kg. 18. diejenigen Kreisbogenlängen 

(des ersten Quadranten) ver- 
standen sind, für welche die 
Gleichungen 

79) .m. = p=i=, 

80) ain« = -;^^=r, 

81) sin 1-= sinn sin /l 
gelten. 

m. Wird zur WertD^mittelung des Integrals J3 (Gleichung 
Nr. .59) die Substitution 

an Stella von Nr. 63 benutzt, so geht Nr. 59 über in 




83) 

Das gibt sofort: 
84) j, = -±^ 






bc e Vc^ 

Also bei der Wiedereinführung tou x: 



bc (/(cs_6»)(c>_a,a)* 

Demgemäß unmittelbar die Gleichung Nr. 77. 
Kau unterlasse nidit, dies nachzuweisen. 
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,n 



§ 10. Der Olierfläoheiiiiüialt zylindriedi gekrämmter Dächer 

tind^GewÖlbe.*) 

A. 

Eomplanation eines paraboliscben Elostergewülbes. 
Der in Betracht kommeDde Gruudrifi sei das reclit winklige 
Dreieck OÄB (Figur 17) mit den Kathetenlängen 

1) OA = a, AB = h. 

Die Wölblinie CNA sei eine gemeine Parabel, deren Scheitel 
senkrecht über in dem Abstände 

2) OC=c 

liegt und deren Achse die Richtung CO hat. 

Man soU (das in der Figur 17 angegebene Koordinaten- 
system benatzend) den Inhalt Sx des Gewölbeflächenteiles ÜNP 



Fig. n. 




durch bestimmte Integration berechnen (ausgedrückt durcli a, b. 
c und X, nämhch OL), dann aber aus ihm den luJiiilt S„ des 
Gewölbeflächenteiles CNASPC entnehmen. 

Lösung. "Wird die Bogenlänge CN mit s, l'eruer die 
Strecke LM mit y, endlich MP, also auch LN, mit ^ he- 
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zeiclinet, wie «la.s vorgeschriebeDe Koordinatensystem es verlangt, 
so bat das durch NP ang^eutet« Flächenelement den Inhalt 

3) dS = !/ds. 

Dabei ist, was die Figur 17 aogleich lehrt, 
h 

ferner, zufolf^e dor Gleichimg der Parabel C2fÄ: 

5) .r' = ^p{c~ z) 

und daboi der Hiilbparameter p bestimmt durch: 

6) a' = 2pc. 
Mitliin 

7) # = ^' (.-»). 
Dil mm 

«' ■*' = /' + ©'*' 

ist, so ergibt sirli gemäß Nr. 7: 

9) Äs = -j y d* 4- 4 c* x^ (^a- . 

Man hat also, laut Nr. 3, 4 und 9: 



10) (?5=-^a;-|/o* + ic^x'd.r. 

Demzutolge: 



r, = -j / a; yö' 



Weil xdx im wisentllchen das Differential des Radikanden ist, 
so kann dieeei' lütegralwert (Nr. 11) sofort nach der allgemein 
bekannten Formi'l 

12) i V "■ flv = 7—r + Konstante, t» 5 — 1 , 

/ »» + 1 ' ' < ' 

angegeben werden. 
Das führt zu; 

Hieraus folgt, indem man .r ^ nimmt: 
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Anmerkungen. Man sehe: Fuhrmann, baawisaen- 
schaftliche Anwendungen der Differentialrech Dung, § 44, A. 

Femer zeige man, wie der Flächeninhalt Sa als Rechteck 
aus den Strecken a, b und c konstruiert werden kann. 



Komplanation eines kreiaförmigen Klostergewölbea. 

Die Wölblinie CNA, Figur 18, sei ein aus dem Mittel- 
punkte B mit dem Halbmesser 

16) ^0=* 

beschriebener Kreisbogen. Bekannt seien femer, wie in dem 




vorhergehenden Abschnitte A, die Strecken OA = a, AB = b. 
Endlich sei 

]6) RQ = n 

gegeben. 

Zu berechnen sei, durch unbestimmte Integration, der Inhalt 
Sj des Gewölbeflächenteiles CNP, ausgedrückt durch a, h, k, n 
und .r = OL. 
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Aus Sx ''Oll dann wieder Sa, nämlich der Flächeninhalt 
CNABPO, entnommen und das Ergebnis geometrisch 

eutet werden, 

Audi möge der tar Sa erhaltene "Wert auf die Sonder- 
fälle Anwendung finden, in welchen der Kreismittelpunkt B 
in Q oder in liegt. 

Lösung. Es gelten zunächst wieder die Gleichungen 
Nr. 3 und 4. 

Dabei besteht aber jetzt für e, nämlich fiir LN, die (aus 
der Figur 18 leicht ablesbare) Gleichung 

n) e = Vk*—(ti-^x)'' — m, 

wenn mit m ilie Strecke OQ bezeichnet wird. 

Aus Nr. 17 folgt durch DilTerentiation : 

18) 1^ = - ^ " + -^ - ■ 
d.v v'*»~(« + .r)* 

Es ist also, gemäß Nr. 8: 

k 

19) ds = — ■-. .. dx; •) 

mithin laut Nr. 3, 4 und 19; 

20) dS = - —- ^ dx ; 
^ a CS» - (M + xf 

daher: 

„ bh r X , 

Setzt mau 
22) « + ,r = tt, 

so gellt Nr. '21 über in 

Uies i.'^t ersetzbar durch 

'} Diese Gleichung Nr. 19 läßt sich in der Form 
ds:dx = RN:SN 

veraD schaulichen (geometrisch deuten). 



^ 
^ 
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Der Wert des ersten dieser beiden Integrale ist nach der 
vorstehenden Grimdfonuel Nr. 12 aogebbar; der des zweiten 
nach der ebenfalls sehr bekannten Formel 

25) / - ■ = arc sin .r -j- Konstante. 
Das führt zu 

26) S, = — /— yW^~ü^ — « arc sin ^| -|- Konstantej 
oder, gemäß Nr. 22, aui' 

27) S:, = — {— yk^ — (n-{-xy- n arc sin -^^} + Konstant«. 

l)a nun fax x = o auch S;f = o sein mu6, so hat man, laut 
Nr. 27, zur Bestimmung der Inteffrationskonstante die Gleichung: 

28) = — l — Vk^ — M^ — M arc sin 5^ i + Konstant«. 
Folglich ergibt sich: 

29) 3' = ^-^ ifk' — rt^ — Kä* - C« + X)' 

( . n-\-x , «^1 

— n I arc sin ■■■ ' ■ — arc sin t- l> 

als Inhalt des Gewölbeflächenteiles CNF. 
Mithin: 

30) '^'' = ^ {VF^^ä — j/i» - (a + «)» 

f . a + n . "\1 

— mI arcsm — ^ arcsin r IJ. 

Es ist aber, wie die Figur 18 zeigt. 



81) Cft* — na= QC 

und 

32) Kä*— (o + «)^= TA, 

33) VW^l^ — Vlt*—ia-\-ny=OC~ c. 
Fem er: 

34) arß sin^i^= arcB^r= arciJPg 
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35) arc sin ~ = arc BCQ. 

Mithin, weil BÜQ den Außenwinkel des Dreiecks BGü bildet, 

36) arc sin -^ arc sin =;- = arc TJSC = arc ASC. 

Gemäß Nr. 33 and 36 läßt sich also Nr. 30 ersetzen durch 

37) 5„ = ^/c — » arc ARO\. 

Bezeichnet man die Länge des Bogens ANO mit s und 
beachtet, daß 

38) htacAJRO = s 

ist, so geht Nr, 37 über in; 

39) S„ = -ich~-H$\. 

a \ I 

Dies kann aus a, b, c, k, n und s leicht konstruiert werden. 
Liegt der Ereismittelpunkt R in Q, so bat man, entnommen 
aus Nr. 39; 

40) Ä, = -eJt. 

Fällt B nach 0, so ist c = Ä^a, mithin, gemäß Nr. 40: 

41) S,—ab, 

also das Doppelte der Grundrißfläche OAB. 

Anmerkung. Es sei empfohlen, die für den Stich- 
bogen und für den Viertelkreis geltenden Ergebnisse 
Nr. 40 und 41 auch unmittelbar abzuleiten, nämlich so, 
wie es bezügJich der Gleichungen Nr. 29 und 30 im vor- 
stehenden Abschnitte B geschehen ist. 



Eomplnnation eines gedrückten elliptischen 
Klostergewölbea. 

Dei' zu überwölbende Grundriß sei wieder {siehe die Ab- 
schnitte A und B) das rechtwinklige Dreieck OAB (Figur 19, 
S. 49) mit den bekannten Katheten längen OA ^ a und AB ^ b. 

Die Wölblinie CNA sei eine Viertelellipse mit der kleinen Halb- 
achse 00 = c und der großen Haliiaclise OA = a. 
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Zu berechnen sei, durcli unbestimmte IntegratlOD, der Inhalt 
Sx des Gewölbeflächenteils CNP, ausgedrückt durch o, b, c 
und ,r, nSmlich OL. 




Diis Ergebnis soll wieder auf den Inhalt S^ der gnnzen 
Gewülhefiäche CNABP angewendet werden. 

Lösung, Die Gleichungen Nr, 3, 4 und 8 haben aucli hier 
wieder Giltigkeit. 

Dabei ist 

' ~ a * ' ' 

Daraus folgt: 

43) 1 

wobei, zur Abkürzung, 

gesetzt wurde, letzteres also die numerische Exzentrizität der 
elliptisehen Wölblinie bezeichnet. 
Man hat nun: 



(djY 



+0 






an Slelle der Gleichungen Nr. 11 und 21. 

Fithrmann, AnwenUunKen d. Infiniteainialrechimni 




Wird <]ic Suhstitutioii 
4t>) |/a* — ,r* = u 

benutzt, s-ti ist 

47) ,t- = ^/o* — 



48, ,(,,. = -74^, 



iJsi 



19) 4 = - J / ('e' + .V<i«=-^^/')/e' + {,«)'i(«). 
Nach dpr sehr bekoDOten Formel 

r.O) f]/ä^~^~:v^ .?.!■ = l .r i/VT^' + l «"' (■'■ + A^T^") + Konst. 
gibt das: 

Oder itucli, mit Wiedereinsetzung des Wertes vou u: 

&-i) ,5, = K- ^^ jj/(ö= -7^) (ä*~r^?) + y / (* f^ö^r* +l/«'~t^^^) j ^ 

wobei ^ die Integnition akonstante bezeichnet. 

Du S;^ und X gleiclizeitig zu Null werden müssen, so tritt, 
zur Bestimmung der Integrationskonstante K, hierzu die Be- 
dingung: 

Üurch Subtraktion der Ijeiden letzten Gleichungen folgt: 

-Ol ff ya^ — .r^ + ya* — t^.v^l 

als Inhalt des GewBlbeflächenteiles CNP. 
FiU' .f ■= a ergibt wich hieraus: 

als Iidialt di-r yan/.ru Giiwölbefläche CNABP. 
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Die Gleicliungen Nr. 54 und 56 sind beide gemeint 
dcu FftU 

57) O >C, 

iiisu fiir das „gedrückte" elliptische Klostergewölbe. 

lu Nr. 56 ist -J ab der Inhalt der übecttülbten Grundrißflärlif. 
was Beachtung verdient 

ARmerliuiig. Setzt man ia Nr. 54 und 5(> 

58) a = c, 

geht also zu einem Ualbkreis-KloatcrgewOlbe über, so ur- 
geben sich aunächst unbestimmte Werte von Sj; und Äa. Man 
sehe hierüber: Fuhrmann, bau wissenschaftliche Anwendungen 
der Differentialrechnung, § 44, Abschnitt B. 




Komjjlanation eines überhöhten elliptische! 



gewölbe, 

Die Wölblinie CNA (Fignr 20) 
elüpse, aber mit der 
großen Halbachse 0(7 
=ic und der kleinen 
OA = a; also 
59) a < c. 

Im übrigen sei alles 
wie in dem vorstehen- 
den Abschnitte 0; es 
sei also auch wieder Sx 

zu berechnen (durch un- 
bestimmte Integration) 
und aus S^ sei wieder 
Ä'„ KU entnehmen. 

Lösung. Zunächst 
gelten die Gleichungen 
Nr. 3, 4, 8 und 42. 
Aus der Letztgenannten 
folgt, statt Nr. 43, 



wieder eine Viertfl- 






Einfache Integrationen, 
wenn, zur Abkürzm _ 

61) 'lIEZ^x 

a 
gesetzt wird. 

Man liat also, an Stelli^ von Nr, 45, 



G5) 






dx. 



Wird nun wieder die Substitution Nr, 46 benatzt, so gelten 
aiicli wieder die Gleichungen Nr. 47 und 48. 
Demgemäß erhält man, statt Nr. 49, 

03) c _ ^ / 



ä; = - ^ / (/a^ (1 + -l«) ~ X^v? du. 
;eraälJ 

■. 63 ül 



Da nun, gemäß Nr. Ül: 
M) c"- = tt« (1 + 1^) 

ist, so gellt Nr. 63 über in 

h l\,-. -,~. __1 

~ aX. 
Nach dur bekannten Formel: 

gibt das: 



i ^/c' — iluydiXu). 
^k^ — a:* + g- ft" arc sin 1" + Konst. 



(57) S,._ = — 
und bei Wiedercii 



(i^«j/c' 



— X*v,* -\--kC^ arc sin — 
Wertes von «; 
- ^ Wa^ — ;<;* j/c^ — P (a^ — it*) 



^ /«' — x\ 



-{- Konstante ; 



oder aucli: 



k{^^- 



X-) (a* + X^x*) -\- -. arc sin - /a* — x^ 



wobei K dio Integrationskon.'^tante bedeutet. 
Wegen der zu erfüllenden Bedingung 

69} 
tritt liievzu: 

70} 0^ 



- 0, wenn x = 



|i° + -. arc sin - a 



X \ 
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Demgemäß hat man, laut Nr. 68 und 70, 
') «. = ^ {«' -\/<a'-x')(fl' + i V) 



+ t(' 



arc sin — a - 




Da bekanntlich: 
72) orc sin a: — arc sin y = arc sie {x /l — y^ — y /l — ,(■-) 
iöt, so darf statt Nr. 71 auch geschrieben werden: 



oder 



"^ = Ä {"' ~ ^^'^* ~ *''^ ^"^ + ^'-''^ 



- Va' — 0,-= 

3 * 



/^^} 



+ y- arc sin -j(a /c' — i*(a* — x'') — ^(a* — x')(c*— X'^a-)), 
Man hat also: 

+ ^ arc sin 4 (o )/(«'— *V) + J"x' - /J*— ^•'■') (■•'-?))) 
und bei Benutzung von Nr. 61: 
74) .?. = ^ (a" -/(«'- x") («' + *W) 

+ ^ »0 sin ^ (/?+iV - (/i^^.?) } 
als Inhalt des Gewölbeflächenteiles CNP. 
Hieraus ergibt sich für x=a: 






sin — ~ ( 
c I 



oder: 

75) öo = yaOii i- j-^arcsin — ; 

als Inhalt der ganzen Gewölbeääche ONABP. 



8^ = ^abA-\- j^arcs-" — - 
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Dal'iir kann auch geschrieben werden; 

7(i) Ä, = -' ab [l + 4- arc sin-^ J ; 

oder : 

77) S..= J- afc Jl -f -^— arc tan >lj , 

was (lei- Gleichung Nr. 66 entspricht. 

Anmerkung zum § 10: Man beachte: Gerhards, J.. 
Oberflächen- und Gewichtsbestimmung der Buckelplatten. 
(Centralblatt der Bauverwaltungj J, Villi 1888; 

S. 443—444.) 



§ 11. aewiolitaberecluiao^flD. 

A. 
Einleitende Bemerkungen. 

Das Gewicht G eines jeden gleichförmig dichten (homo- 
genen) Korjjers ergibt sich, wenn man sein Volumen V mit dpm 
Gewichte / der Volumen einheit multipliziert. 

Es kommt also die Gewichtsberechnung derartiger Körper 
zurück auf ihre Rauminhaltsermittelung. (Siehe die §§ 5 — 8.) 

Ist das Gewicht Ö eines ungleichförmig dichten Körpers 
zu berechnen, so hat man zunächst dasjenif^e eines seiner 
Volumenelemente zu bestimmen, dann aber alle die hierdurch 
gewonnenen Gewichtselemente (Differentiale des G) zu ad- 
<lieren, ausgehend von der Gleichung 
I) dG = y.dV. 

Haben jene Gewichtselemente nur eine unendlich kleine 
Abmessung (Dimension), so ist diese Addition (Integration) eine 
einfache; haben sie zwei oder drei unentUich kleine Ab- 
messungen, so wird doppelte, bezüglich dreifache Addition 
(Integration) nötig, um aus dem Differential von G das G zu 
erhalten. 

Den ersten Fall, welcher der günstigste ist, muß man 
dadurch zu erreichen suchen, daü man die Form der Volumen- 
elemente geschickt wählt, nämlich dem betreffenden Dichtigkeits- 
gesetze sich gut anpassend. 
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Die Grenzen der Integrationen ergeben sicli in Jedem Le- 
scinderea Falle aus der Form des betreffenden Kc.rper.s. — 

Für Körper, welche in der Technik vorkommen, ist zu- 
weilen die Entstehungsweiae (z. B. durch Gießen, Ham- 
mern, Walzen) der Grund für die Verschiedenheit ä^v 
Diclite, also auch des Gewichtes der Volumeneinheit ; manihmiU 
liegt jener Grund in Belastungen, Erwftrmiin!,'en oder 
anderen Umständen (z. B. bei Banmstämmen in der Art de,-* 
Gewachsenseins). — 

Unter dem mittleren Gewichte fi der Volumenetuheit pinef. 
ungleicliförmig dichten Körpers von dem Volumen V nnd dem 
Gewichte 6- wird dasjenige Gewiclit verstanden, welclies durch 
die Gleichung 

definiert ist.*) Es stimmt also dieses n überein mit dcrajcnigiin 
Gewichte der Volumeneinheit, welches der Körper haben miißtf, 
wenn er bei gleichförmiger Dichte das Gewicht G iiabeu sollte 
welches er bei ungleichförmiger tatsächlich hat. 



I. Die Dichtigkeit irgend eines geraden Prismas, 
die einer prismatischen 
Erdmaäse (siehe die 
Figur 21), sei derartig 
veränderlich, daß das 
Gewicht y derVolomen- 
einheit nach dem Ge- 
setze 

3) ;' = Co + Ci« , 
zunelune, in welchem 
s den senkrechten Ab- 
stand von der Deck- 
fläche (ABCDE') be- 
zeichnet, Co "n*! f^i 1*^" 

*) Bezüglich der Verschiledenartigkeit des^Begdflea „Süttol- 
wert" sehe man: Fuhrmann, naturwiseenschnftlidie An- 
wendungen der Integralreclmung, § 7—11, 39 und Sl. 




r 
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kannte positive Zahlen sind. Es bestehe also ;- aus fiDem kon- 
stanten Teile C(, und aus emem veränderlichen, welcher dum 
Ahatande e proportional ist, für die Einheit desselben aber den 
Wert c, hat.*) 

Das Prisma möge den Quer schnittslnh alt q und die Uölie h 
haben. 

Sein Gewiclit G soll berechnet werden; desgleichen das 
mittlere Gewiclit /t der Volumeneinheit und seine Beziehung zu y. 

Audi soll man das Ergebnis anwenden auf den Sonder- 
fall, in welchem das Kubikzentimeter an der Deckfliichc 
1,3 Gramm, an der Grundfläche 1,7 Gramm wiegt, der Quer- 
schnitt 12 Quadratmeter, die Höhe 1,4 Meter beträgt und das 
Gewicht G in Kilogrammen verlangt wird. 

Lösung. Zufolge der Art des Dichtigkeitsgesetzes (Glüidiimg 
Nr. 3) sind Platten, welche im Abstände z der Deckfläche parallel 
liegen und die Dicke dz haben, als Elemente zu benutzen. Eine 
solche Platte hat das Gewicht 

4) (W = (qde) y = q(e„-\- c,g) du. 
Mithin ist 

5) G = q j (c„-j~ ciü) dg. 

Das gibt bei der Durchführung der Integration; 
(i) G = gA (c„ -|- \ c,A). 

Üt'mgemäll liat man, laut Gleichung Nr. 2, für das mittlere 
Gewicht der Volumeneinheit: 

7) ;* = c„ + J CiA. 

Es ist also, wie die Vergleichung von Nr. 3 und Nr. 7 lehrt: 

8) /* = /,=!*. 

nämlich gleich demjenigen Gewichte der Volumeneinheit, welclies 
in der Hälfte der Höhe (Tiefe) Ä herrscht. 

*) Der ia dor Gleichung Nr. 3 mit Ci Terbundene Faktor z ist als 
unbenannte Zahl gemeint, nicht als Strecke; Cg und Ci sind 
Gewichte. 
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Für den am Eßde der Aufgabe genannten Sonderfall Imi 
man, gt-maß Nr. 3, wenn zunächst das Zentimeter und das 
Griimm als die Einheiten benutzt werden, die Gleichungen 

11) l,3 = c, + 
und 

10) l,7=c„ + 140ci. 

Sie geben: 

IJ) C„ = l,3 

und 

12) C, = 0,002857, 
iotzterea auf 6 Dezimalstellen abgerundet. 

Ferner hat man 

13) </ = 120000, 

14) A = 140. 
Demgemäß, laut Nr. 6: 

15) = 25 200 Kilogramm; 
endlicli, laut Nr. 7 : 

Kl) ji»= 1,5 Gramm 

für diiH Kubikzentimeter. 

II. Man löse die im vorstehenden Abschnitte (unter I) ]w- 
liandelte Aufgabe auch für den Fall, daß für das Gewicht iIlt 
Volumeneinheit das Gesetz 

17) y = CaH-Ci*-[-c,a», 
oder, allgemeiner, 

18) ;- = c„ + C,^ -1- C,^'* + CjÄ» + + c„^ 

besteht, wobei Co, C], c^ c„ irgend welche konstante positive 

Zahlen sind (und der Fotenzexponent n als ganze positive Zaiil 
vorausgesetzt ist). 

Ferner löse man die Aufgabe für den Fall, daß das Gesetz 
11») r~c^-\-c„ye 
vorliegt und der Wurzelexponent « gleich 2, 3. ge- 
meint Mird.*) 

•) Fftr die Gleichungen Nr. 17, 18 und 19 sind die der Gleichung 
Nr. 3 angefügten Bemerlaingen zu beachten. 



5ö 
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Auch führe man das bei I gegebene Zahlenbeispit'l t'iii- 
die drei durch die Gleichungen 17, X8 und 19 gegebeuen Fälle 
durch, alle Ergebnisse mit den unter I gewonnenen vergleichend. 

Andeutungen zur Lösung. Liegt daa GewetK Nr. 17 
vor, ao Ist 



20) 

4aber 
21) 






92) |W = Co 4- 1 Ci Ä + V Ca Ä^ 

Es besteht also hier uicht die Beziehung Nr. 8. 

ÄhnlicJies gilt, wenn die Gesetze Nr. 18 oder Vi vorliegen. 



Pyn 



n-Gewichte. 



Eine Pyramide ABGDO (Figur 22) sei gegeben durch ihrp 
Hcihe MO = h und durch die Längen j4G'=2a, SD^^'äb ihrer 
bei M sich rechtwinklig schneidenden Grundflachendiagoualen. 




In jedem der Basis parallel liegenden Querschnitte FQItS 
sei das Gewicht y der Volumen ei nheit nach. einem iler Geset/.e 
Nr. 3, 17, 18 oder 19 veränderlich, wobei £ den senkrechten 
Abstand von der Sj^itae bezeichnen soll. 
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Man berechne für jeden dieser vier Fälle das Pyr«ini>lcu- 
gewicht G und das mittlere Gewicht [i der Volumeneltili<?il: 
auch führe man ein Zahlenbeispiel tiir diese vier Fälle durch. 

Ferner vergleiche man alle Ergebnisse. 

Andeutungen zur Lösung. Der Flächeninhalt q ili'> 
durch PQRS angedeuteten platten form igen Fllementes (von der 
Dicke du) ist hier nicht konstant, wie in dem vorstehenden Ab- 
schnitte B, sondern veränderlich, nämlich 



Welchen Einfluß dies auf die Rechnung und deren Ergebnisse 
hat, läßt sich leicht erkennen. 

D. 
Zylinder-Gewichte. 

I, Wenn das Gewicht y der Volumeneinheit eines geraden 
Kreiszylinders , von dem Grundflächenhalbmesser a und der 
Höhe Ä, nach einem der durch die Gleichungen Nr. 3, IT, IS 
oder 19 ausgedrückten Gesetze veränderlich ist und in den- 
selben den senkrechten Abstand von der Grundfläche oder von 
der Deckfläche bezeichnet, so kommt die Berechnung des Zylimler- 
Gewichtes (? im wesentlichen auf das hinaus, was in dem vor- 
stehenden Abschnitte B behandelt wurde. 

Die Gründe dafür sind selbstverständlich. 

II. Ist aber, was für das Folgende vorausgesetzt werden 
möge, das Gewicht y der Volumeneinheit veränderlich nach 
einem der Gesetze 

24) y = Co-(-Cir, 

25) r^Co + Cir + Cjf', 

26) ;- = Co -|- c,r + Caf^ + -|- c«r" 

27) y = Co + c, |/r , 

28) r = '=o + ^^^ 

in welchen c^, Ci, Cs ■ . . . c„ die für Nr. 3, 17, 18 und 111 ge- 
nannte Bedeutung haben, k eine positive Konstante und r den 
Abstand von der Achse des Zylinders bezeichnet, so wird die 
Sache wesentlich anders. 

Man führe die Berechnung von G und /* für jedes der 
Gesetze Nr. 24 bis 28 durch, gebe auch für jeden der fünf Fälle 
ein Zahlenbeispiel und vergleiche die Ergebnisse sowohl unter 



r 
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Micii, wii; mit den in den vorstehenden Abschnitten B und C 
erhaltenen. 

Andeutungen zur Lösung, Es sind, aus naheliegendem 
Grundo, Elfmeute zu benutzen, welche die Form von hohlen, 
iinentllicli düanwandigen Kreiszylindern haben, deren Achsen 
z usam m enlall e ii . 

Ein derartiges Element hat das Gewicht 
2!0 dG = i2nrh)ydr. 

Es ist slao 



30) 



0=1 inrhydr. 



In dieses Integral hat man die Werte Nr. 24—28 einzuiiihren. 
Ihm Übrige ist wolü selbstverständlich, (Siehe: Fuhrmann, 
natur wissen sc liaftliche Anwendungen der Integralrechnung, § 17, 
Absclmitt B.) 

§ 12. Sohwarpnnkte.*) 



Her Scliwerpunkt des Kreisbogens; der Plächeninhalt 
von Kuppeln und Dächern, 

I, Kin materieller, homogener Kreisbogen ABAi (Figur 23) 

möge die ÜLilb messerlänge OA = a und die Sehnenlänge AAi ^ h 

Fig. 23. 




o />■ 



*) Man sfihe den §17. Ferner: Fuhrmann, naturwissenschaft- 
liche Anwendungen der Integralrechnung, § 18 und 19, 
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haben; es soll die L^e seines Schwerpunktes S herechnet. 
werden. Auch soll man das Ergebnis auf den besonderen FaJI 
des Halbkreises anwenden. 

Lösung. Selbstverständlich liegt S auf der Halbieruuys- 
linie des Zentriwinkels AOAi- 

Ferner ist die Strecke OS, welche ^ heißen möge, beNtimnit 
durch die Bedingung, daß das statische Moment des Gfwiclites 
der Bogenlänge ABAi, die mit s bezeichnet werden soll, gleicli 
sein muß der Summe der statischen Momente der Gewiclits- 
elemente jener Bogenlänge, beide Momente bezogen auf die 
durch parallel zur Sehne AAi gelegte X-Achse. 

Dies wird (man vergleiche : Fuhrmann, naturwisspn.sdliaft- 
liche Anwendungen der Integralreclmung, § 18, Abschnitt A 
und B) ausgedruckt durch die Gleichung r 

1) sii=iyds, 

iu welcher x die Abscisse OF' und y die Ordinate P'P be- 
deutet, also 




ist 

Wegen 



.»=i/i+(gy.., 



[fibt das 

4) , = ^, ■ 

('S verliält' sich also 

Ti) jj : a =: h : S. 

Für den Halbkreis hat man hiernach, auf vier Dezimiilslelli'i 
abgerundet: 

ß) n = 0,G366O, 

luitlim nälierungsweise: 

7) ,= ,',». 



gesetst werden: 
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ingen. n) Statt Nr. 4 darf, was man sofort erkennt, 



8) 1= —, a, 

i7 
wenn mit y der Zentriwinkel AOA^ (gemeint in Bogenmaß t'iii- 
den Halbmesser 1) verstanden ist. 

Für Nr. 8 kann, bei sehr kleinen Werten von j-, also bei sehr 
flaclien Bögen, die Sinuareihe (Fuhrmann, bau wissen sc liatt- 
liche Anwendungen der Differentialrechnung, § 75, E, IT und § 3'2, 1) 
vorteilhafte Benutzung finden. (Je kleiner y ist, desto mehr 
nabelt sich ij, laut Nr. 4 und 8, der Grenze a, was die An- 
schauung bestätigt.) 

(S) Man leite Nr. 8 ab, statt x die unabhängige Veränderliche 
io = BOF benutzend, also Polarkoordinaten verwendend. 
(Literatur; Navier, Lehrbuch der höheren Mechanik; deutsch 
von Mejer; 1858; § 85. Oder: Rühlmann, Grundzüge der 
Mechanik, Seite 181 der 3. Auflage.) 

y) Über elementare Ableitung von Nr. 4 sehe man: Weis- 
bach-Herrmann, theoretische Mechanik, Seite 205 der 5. Auf- 
lage. Es erfolgt diese Ableitung scheinbar ohne Differentiation 
mid Integration, aber doch, im wesentlichen, unter BenutzuDg der 
Grundgedanken jene» beiden Rechenweisen. 
II. Die Berechnung des Flächeninhaltes von Spitzbogen- 
cupp('lu ohne oder mit Latemenaufsatz (Figur 24 und Sr))*) 





') In diesen, wie auch in den drei folgenden Figuren 26, Tl und 2S, 
bedeutet AB den Kreisbogen, welcher bei einer \olleQ IJiii- 
drehung die Kuppel beschreibt, M seinpn Mittelpunkt, JJZ), 
die Drehachse. 



Jf 



ß 
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laßt sich mittels des Guldinschen Satzes (Fahrm 
wis3en8eha,t'tliche Anwendungen der Integralrechniii 
ganz elementar aus- ^\„ ^t. 

flihren, wenn der Satz 
TOD der Scliwerpunkts- 
lage des Kreisbogens 
(Gleichung Nr. 4, 5 oder 8) 
bekannt ist. 

Dasselbe g^t für die 
Fläclien inhaltsberechnung 
von Spitzkuppeln ohne 
oder mit Laterne (Figur 26 
und 27), wie auch für 
die von Kuppeltrichterdachern (Figur S 



A 



uatur- 
IS, I.) 




Man führe diese Berechnungen dureh, dabei, 



M 



^;— — \ 



gende Literatur benutzend: Heinzerling, der 
diT Gegenwart; Heft III; Fußnoten der Seiten 12— : 




NVeisbach-Herrraann, Lehrbuch der theoretischi-n Med 
1. i'^h, Beispiel 4, der 5. Auflage. 



r 
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Der Schwerpunkt des Eettenlinienbogens. 
I. Eine gleichförmig dichte Seilkurve oder gemeine 
Kettenlinio ACB (Figur 29) möge auf ein rechtwinkliges 



Fig. 




ff S' P' ß' 



Ivoordinaten System in der gewöhnlichen Weise bezogen sein, 
alsci derartig, daß ihre Achse mit der Y-Achse und iJire Direktrix 
mit der X-Arlise zusammenfällt. 

Es solleTi ilie Koordinaten 

% = 0^ und ^=S'8 
des Scliwerfiunktes S des Bogens CP, tiir welchen 

x=0'P' und y = P'F 
ist, berecluiet werden, beide als Funktionen von x. 

Liiyung. Wird die Länge des Bogens CP mit s bezeichnet, 
so sind die VLTlangten Schwerpunktskoordinaten | und »j be- 
stimmt durcli die Bedingung, daß das statische Moment des 
Bogengewiciitf^ gleich sein muß der Summe der statischen 
Momente der Gewichte aller Bogenelemente ds und zwar bezogen 
auf" jede der beiden Koordinatenachsen. 

Dies ist (entsprechend Nr. 1) aiialytiscli ausgedrückt durch 
die Gleichungen: 



!'J 



ä5 = 



xds 



Biniacbe lotegrationeti. 

sti = I yds, 
Gleichung Nr. '■ 

lannten Vorausset; 
teDÜDie die Gleicli 

-A' +' )' 

ir Kurve bedeutet, 
telordioate. 



in welchen für ds die Gleichung Nr. 3 Giltigkeit liat und für 
s die GleicIiuDg 



Unter den vorher genannten Voraussetzungen gut (siehe § 2, 
Al)sclmitt A) für die Kettenlinie die Gleichung 



12) 

wobei k den Parameter der Kurve bedeutet, nämlicli (laut Nr. 12) 
die Länge OC der Scheitelordinate. 
Aus Nr. 12 folgt: 

13) 
Demgemäß ist 



f^m-^i^^^') 



Damit gehen die Gleichungen Nr. 9, 10 und 11 Über in: 
15) s| = .;_y.,.(e*+/*)d.,., 



[{e' + e ')'d. 



16) 

und 

17) s=lj{e^ + e~^)dx. 

Sie geben, wenn die drei Integrationen durcligefiihrt werden 
(wnbei für Nr, 15 der Satz von der Produktintegration zu be- 
Tiiitf.en ist, für Nr. 16 die Auflösung des Quadrates); 

FllliniiBiui, AnwFiiililiiBcn .1. Inlliiil.-siinilinThuilne, T. IV. J 
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18) s| = iL;(e*-e *)-*(e' + e *) + 2i , 
1») •1=jM^ '-'''') + '"] 



' = ?(« -' )■ 

man für die 
Werte 

r (c* - e~ '^) - Ä(e* + e~^) -I- 2* 



Miüiiii hat man für die zu berechnenden Schwerpunkts- 
kouiilinaten die Werte 



k{e " — e '') + 4.F 

II. Es sollen nun, mittels der Gleichungen Nr. 21 und 22, 

Konstruktionen für | und ij gefunden werden. Dabei ist zu- 
erst zu beachten, daß hierfür die Strecken k, x und p als un- 
mittelbar bekannt anzusehen sind. Ferner hat man in Betracht 
zu ziehen, daß es möglich sein wird, die Bogenlänge s aus k 
luid y zu konstruieren; daß es mithin darauf ankommt, ^ und q 
mit lienutzung von Nr. 21 und 22 als Funktionen von k, ,r, y 
und s darzustellen. 

LüMun;,^ Gemäß Nr. 12 und 20 hat man: 
23) s = l/p^^Fi 

es ist also die Bogenlänge s als Kathete aus y und k kon- 
strnierbiir. 

Ferner gibt Nr.' 12: 

und Xr, 20 liefert: 
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25) 



e — e 



X 

h 



= **• 



Durch BenutzuDg dieser beiden Gleichungen geht Nr. 21 über in: 



26) 
femer Nr. 22 in: 

27) 



| = .r-l^ 



= K^ + ^> 



Wie diese Werte von 5 iiöd ly aus Ä, o*, y und ^ (oder, 
wegen Nr. 23, aus i, .r und y) durch Konstruktion ableitbar 
sind, versteht sich von selbst; es bedarf nämlich nur der Be- 
nutzung ähnlicher Dreiecke. 

Anmerkungen zu I und II: 
a) Man zeige, daß die Gleichungen Nr. 26 und 27 durch 

28) $ = a? — (y — Ä?)cotr, 
bezüglich 

29) i7 = |(y + a;cotT) 

ersetzt werden können, wenn unter t der Tangentenwinkel des 
Bogenpunktes P verstanden wird. 

ß) Ferner weise man nach, daß die Schwerpimktskoordinaten 
l und ri des allgemeinen Kettenlinienbogens P1P9 bestimmt 
sind durch die Gleichungen 

«a la — «i li 



30) 



1 = 



«a — *i 



und 



31) 



n = 



*a^a — ^i^^i 



*a — *i 

wenn unter Si und ^3 die Bogenlängen CPj, bezügUch CP9, ver- 
standen werden, unter $1 und ^1, bezüglich Ig imd ^3, die Koordi- 
naten ihrer Schwerpunkte (herleitbar nach dem Vorhergehenden). 

y) EndUch beachte man die am Schlüsse des Abschnittes A 
des § 2 stehende, auf Hyperbel funktionen sich beziehende, 
Anmerkung ß, 

C. 

Der Schwerpunkt des Kreisausschnittes, 
des Kreisabschnittes und der gewöhnlichen Wölbsteine. 

I. Man berechne zunächst für den materiellen, gleichförmig 

lichten Kreisausschnitt OABA^, welchen die Fi^ur 30 (S. 68) 

andeutet, die Lage seines Schwerpunktes S, hierbei voraussetzend, 

5» 
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daß jener Ausschnitt durch die Halbmesserlänge OÄ ^= a und 
durch den Zentriwinkel AOÄ^ := y gegeben sei. 




Auch wende man das Ergebnis der Rechnung auf die 
Fläche des Halbkreises und des Viertelkreises an. 

Lösung. Es liegt 8 (vergleiche den vorstehenden Ab- 
.-,clmitt A) auf der Symmetrieachse OB. 

Dabei ist der Abstand OS, den wir wieder ^ nennen, be- 
stimmt durch die Gleichung 

32) ■^'? = / (a a^t^*») |-a cos w^ J o' / coswdw, 

-hy -ir 

wenn der Fläclieninlialt des Sektors OABAi mit JF bezeichnet 
und wenn der Winkel at ^ BOP als imabhängi^e Veränderliche 
lienutzt wird.*) 

Diese Gleichung Nr. 32 spricht aus, daß das statische 
Moment des Gesamtgewichtes der Fläche gleich ist der Summe 
der statischen Momente der Gewichte aller Fläclienelemente. 

Aus Nr. 32 folgt durch Ausführung der Integration: 

33) F^~ja't>[nly. 



■•) Der Satz von der Lage des Dreiecksscliwerpunktes soll hier 
n folgenden fiir bekannt gelten. 
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Da Dun bekannÜLc)! 

34) J'=|aV 

ist, so hat man: 

Es verhält sich also 

36) ^■.-'^a=b: s, 

wobei 6 und s die in dem vorstellenden Abschnitte A geiüimili' 
Bedeutung haben. {Siehe Nr. 4 und 5.) 

Für die Halbkreisfläche gibt Nr. 35, wenn auf vier 
Dezimatstellea abgerundet wird: 



37) 



tt = ^- .a = 0,4244ß; 



für die Fläche des Viertelkreises: 
38) 11 = 0,6002 o. 



lerki 



ngea 3 



a) Man unterlasse nicht, die Ergebnisse Nr. 37 und 88 uuter 
Benutzung von Kartenpapier durch Unters tützungsversuclie ^u 

ß) Nr. 35 lehrt, daß i; gegen die Grenze g- a konvergiert, -wmn y 
gegen Null hin abnimmt. Die Anschauung bestätigt das. ßeides 
möge nachgewiesen werden. 

y) Man denke sich den Sektor AOA, in unendhch viele iin- 
endUch schmale sektorförmige Elemente zerlegt und beachte, diil.l 
für jedes derselben der Schwerpunkt (als der eines Dreiecks) um 
-^a vom Zentrum absteht. Hieraus leite man, die Gleichung 
Nr. 4 als bekannt voraussetzend, den Satz Nr. 36 ohne Inti't,'''i'l- 
rechnnng ab. 

II. Ein gleichförmig 
dichter Kreisabschnitt 
ÄBAi (Figur 31) sei ge- 
geben durch die Halb- 
messerlänge OÄ^a und 
den Zentriwinkel ÄOAi 
:=y. Man zeige, daß 
sein Schwerpunkt S vom 
Zentrum absteht um 
die Strecke 




-X 



r 
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39) 



- smy 



Auch wenfle man das Ergebnis an auf den besonderen Fall, 
in weU'lit'm der Abschnitt ABAi eine Halbkreisfläche ist. 

Aiiili.iutungen zur Lösung. Das statische Moment des 
Kreisau^srlmittes OABÄi muß gleich sein der Summe der 
statisclieii Momente des Kreisabschnittes ^Bj4i und des Dreiecks 
OAAi, rtlle drei Momente bezogen auf die durch senkrecht 
zur Winkelhalbierenden Geraden OS gelegte X-Achse. 

Drückt man diese Bedingung durch eine Gleichung aus 
und benutzt fiir dieselbe den Satz Nr. 85, so ergibt sich (unter 
alleiniger Anwendung von Elementarmathematik) Nr. 39. 

Letztere Gleichung liefert fiir den in der Aufgabe ge- 
nannten besonderen PaU, wie es sein muß, den Wert Nr. 37. 
ni. Die Stirnfläche der gewöhnlichen Wölbsteine hat 
die Form eines durch die Figur 32 dai^estellten Kreisringaus- 
schnittes AAidC. Man berechne 
*^8-ä*- für einen derartigen Ausschnitt die 

~.A Strecke ^, am welche der Schwer- 
/ ' pnnkt S von dem Kreismittelpunkte 
' absteht, hierbei voraussetzend, daß 

die Halbmesser OA = a, OC = c und 
der Zentriwinkel y gegeben seien, 
auch der Satz Nr. 35 für bekannt 
gelten dürfe. 

Das Ergebnis der Berechnung 

wende man (zur Prüfung desselben) 

an auf den Sonderfall, in welchem 

der Kreisringaussclinitt AAidG zu 

_y .;. ^y einer Halbkreisfläche wird. 



Ax 



K 



Andeutungen zur Lösung. 
Die Bedingung, daß, bezogen auf die 
X-Achse, das statische Moment des Ausschnittes OAAi gleich 
sein muß dem des Ausschnittes OCCi vermehrt um das des 
Ringaiisnclmittes AAiCiC, führt, durch eine Gleichung ausgedruckt, 
schnell zu 



40) ^ = 



zr a»- 






■jl'T^ 
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Für den genannten Sonderfall gibt dies wieder Nr. 37, 
womit eine Bestätigung für die Richtigkeit von Nr. 40 erhalten 
ist. (Man sehe: Weisbach-Herr mann, Lehrbuch der theo- 
retischen Mechanik, Seite 214 der 5. Auflage, wo sich auch ein 
Zahlenbeispiel befindet.) 

D. 

Der Schwerpunkt der Kettenlinienfläche. 

I. Die Seilkurve oder gemeine Kettenlinie AGB, 
welche durch die Figur 33 dargestellt wird, möge, bezogen auf 
das angegebene Koordinatensystem, die Gleichung 



41) 



y 



=K 



c* + e 



*) 



haben, wobei x = OP*. y = F^F^ h=^OC ist. (Vergleiche den 
vorstehenden Abschnitt B.) 



Fig. 83. 




Man soll die Schwerpunktskoordinaten ^=0S' und 
^ = S'S der (gleichförmig dicht vorausgesetzten) Fläche OCPP* 
als Funktionen von x berechnen. 

Lösung. Das statische Moment der Fläche OCPP\ deren 
Inhalt F heißen möge, muß, bezüglich beider Koordinatenachsen, 
gleich sein der Summe der statischen Momente ihrer (der 
Y-Achse gleichgerichtet gemeinten) streifenförmigen Elemente. 
Dies wird ausgedrückt durch die Gleichungen 



r 
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42) F^ = fxy dx 
und 

43) F^=\jfdx; 
aUo gemäß Nr. 41 darch 

U) Ft = ~fx (e^ + e~ ^) dx, 

bfizügUch 

46) F, = |/(/+e""*"J<ix. 

Büi pinigcr Aufiuerksamkeit bemerkt man, daß die in Nr. 44 
und 45 vorkoimuenden Integrale mit den in Nr. 15 und 16 auf- 
tretenden übereinstimmen. Demgemäß hat man, entsprechend 
Nr. 18 und 19: 



4Ö) 
bi^züglic 



FS = |'L(e'"-« ')^*(e' + a *) + 2i' 






2l . 



Da mm, ]aut Gleichung Nr. 3 des § 2, der Flächeninhalt 

ist, so folgt; 

x(e* — c '') — Jcie'' -\- e ') + 2Ä 

49) t = — i ^-^ ^ 



li(e' — e ')+ix 

' = i TS • 

8(.*-c ') 



Eis&che Integraitionen. 

falls man sich, der Aufgabe gemäß, zunächst darauf Ijesulihmkt. 
beide Sdiwerpunktsltoorduiaten als Funktionen der Aljs^i-^se .c 
anzugeben. 

Die Vergleichung von Nr. 49^niit Nr. 21 und vnii Nr, ."iO 
mit Nr. 22 lehrt sogleich den sehr beachtenswerten Satz: die 
Abscisse des Schwerpunktes der Fläche der gemeinen Kptteii- 
liüie ist gleich der des Bogensj die Ordinate des Schwer- 
punktes der Fläche beträgt die Hälfte von der des 

H. Hiermit ist, gemäß Nr, U des vorstehenden Abschnittes B, 
auch die Aufgabe gelöst: die Koordinaten J and ^ de-s Fliichcu- 
schwerpunktes der Kettenlinie aus k, .v und y zu konstruien-n, 
nachdem man Nr. 49 und 50 unter Benutzung von y un<l s 
umgeformt hat. (Siehe die Gleichungen Nr. 26 und 27.) 

III. Ferner erkennt man leicht, wie die Ermittelung der 
Scliwerpunktskoordinaten der Fläche GP"P (Figur 33) auf die 
der Fläche OCPP' zurückgeführt werden kann. (Vergleiche 
Seite 69 und 70, nämlich Nr. II und lU des vorstehenden Ab- 
schnittes C.) 




Der Schwerpunkt der Oberfläche eines Viertelkrcis- 
Klostergewölbea. 

Für den (gleichförmig dicht vorausgesetzten) zylindrisuheü, 
der T- Achse gleichgerichteten Gewiilbeflächenteil CNÄBPC 
(Figur 34) sei der Grundriß ein rechtwinkliges Dreieck OAB 




74 Ein&che iDtegrationen. 

mit den gegebenen Kathetenläugea OA = a, AB = h; die "Wölb- 
linie CNA sei ein aus beschriebener Kreisqnadrant. 

Mau rfoll die auf das rechtwinklige System OXYZ be- 
zogenen Koordinaten ^, ij und £ des Schwerpunktes jenes Kloster- 
gewiilbctlächenteiles berechnen, ansgedrückt durch o und b. 

Lüsung. Das statische Moment des Gesamtgewichtes der 
Flücho CNABPC muß gleich sein der Summe der statischen 
Momente aller Elemente derselben und zwar bezogen auf alle 
drei Koordinatenebenen. 

Da OL = x, LM=NP = y, MF = LN=e ist, so wird 
diese Bedhiffung, wenn man die Bogenlänge CN mit s nnd den 
Inhalt der Gewölbefläehe CNABPC mit F bezeichnet, aus- 
gedrückt durch die drei Gleichungen 



51) Ft=jxyds, 



62) 




F,~fig'd,, 


63) 




jFC=J«ii<r». 


Dabei ist 




„. 


64) 




F~j,d,, 
b 


55) 




y--x. 


5li) 


. = l/a'-x', 


57) 




d>=i.^{^d. 


Au.s Nr. 5 


> und 


57 folgt; 


68) 




dB ,," ,-fe-) 



E.s gehen mithin die Gleichungen Nr. 51 bis 54 über in: 

*) Diese für den Kreis beachtenswerte Gleichung 'kann leicht 
geometrisch dargestellt, also Teranschaulicht werden. (Sie 
siigt aus, daß da-.dx^a-.z.) 



60) 
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59) F^ = hf-y-— dx, 

J ya^ — x^ 

^«./ ya^ — x^ 

61) Ft=hjxdx, 

62) F=bf~j^=^äx. 

Der Wert von F^ ergibt sich leiclit, wenn man zunächst 
beachtet, daß statt Nr. 59 geschrieben werden darf: 

also 

Ff = l, fl , "' — i/o' — X' ] dx , 

oder 

63) i^g = 6 j a' f , ^^ — fy'^^^Wdx \ . 

l 7 ya^ — x' J i 

Das erste der rechts stehenden Integrale ist nach der Gniüilturmel 

64) / - = arc sin t> 4- Konstante 
./ j/l~t;2 ^ 

angebbar; das zweite hat man am schnellsten durch geQm^'trisuhe 
Denbing. (Siehe § 1, Gleichung 3 und 14.) 
Es ei^bt sich auf diesem Wege: 

65) Ft = l na^b.") 



') Dies kann aus Nr. 59 auch mittels der Substitution 
abgeleitet werden. Sie führt auf 

was sich nacli einer sehr beliannteu Formel angeben 1. 



J 
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H 


■rmit ist 


auch Nr. 60 erledigt, weil 


mithin 




f, = If,, 


G7) 




r, -iitat». 


Fenier 


folgen aus Nr. 61 und 62 mittels der Grundformel 


ÜßJ 




/...=^,».>-,, 



die Wfrte: 

69) FC^-ta'b, 
hezüg'liHi 

70) F=ab, 

Gomüß Nr. 66, 67, 69 und 70 hat man also litr die ge- 
wuchtf'ii Scliwerpunktskoordinaten : 

72) ^=-J-7r6, 

7a) C=l-a; 

oder lür die beiden ersten näherungsweise; 

74) §= 1^0 = 0,78 a, 

75) 7= ^Ö =0,39i. 



Der Si.liwerpunkt der Oberfläche eines Eugelgewölbeteiles, 
Vm einen Punkt sei, mit dem Halbmesser 
OA = OB=OC=a, 
'An Halbkugelgewölbe konstruiert, von welchem die Figur 35 
(S. 77) den vierten Teil andeutet. 

E:i sollen die auf das rechtwinklige System OXYZ be- 
zogenen Koordinaten £, ^ und C desjenigen, gleichitirmig dichten, 
Oberfläclienteiles DAS berechnet werden, für welchen der Winkel 

DOB = ß 
ist. Aufh soll man die Ergebnisse auf die zwei Sonderfälle 

ß = B0C=^7i 
und 

ß = o 
anwenden. 
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Lösung. Es sei LMN ein zu OBG i-aiMlUilw S..-liDitt. 
Es werde ferner OL mit x, LM mit j/, der Fliii'lienüiluiil. DAB 
mit Ji", die Bogenlänge BP mit « bezeichnet. DaDii hat ilas 
durch PJlf angedeutete Flächenelement den bihalt, 
76) dF=ßyds. 



'l 



'>><& 




Werden femer die Schwerpunktskoordinaton ilii'Si-.-j El'^ments 
, yi und Si genannt, so drücken die Gleichuuy^fii 



77) 



i^=|.T,d 



Ffi= iifid 



79) 



n=/.; 



di?" 



die bezüglich der Schwerpunktslj^e des FläclKJuti'M.-s DAB nu 
erfüllenden Bedingungen aus. Sie sagen niimlich, daß das 
statische Moment dieses Flächenteils gleich seiu iiiufS der Summe 
der statischen Momente aller Fläehenelemente timl zwar bczog'pn 
auf die drei Koordinatenebenen. 

Dabei ist dF durch Nr. 76 bestimmt, Fenici': 



80) 



S/=l/a^- 
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Mitliiu. gemäß Nr. 56, 57 und 58, 

81) ds = ,-—.. -7. d.r. 

/a^ - .1^ 
WeiUr ist: 

82) .ti = X. 

Endlich ergibt sich leicht, mit Beachtung von Nr. 5, welches für 
PJtf Gütigkeit hat: 



y^. 



sin & 



2 sin^ ' ß 

S-1) ^1 = ' — y. 

Wegnn Nr. 76 unil 80—84 gelien die Gleichungen Nr. 77 
liis Til iiiHT in: 

85) F^ = aßf.rdx, 

86) F)? = aKin /» / [/a^ — .r^ d.r, 

87) F^^2a yin^ J ß j /«^ _ ^^.s ^^,. = tan |- /J . F^. 

Nr. 8S gibt: 

88) F| = |JJa^ 

Au.^ \i\ 86 folgt, am einfaclisten durch geometrisclie Deutung: 

Sft) F^ = { nsinß .a^. 

Hiermit wird Nr. 87 zu 

FiTiuT ist aus der Elementargeometrie bekannt, daß 

91) F=ßd^. 

Man luu also, gemäß Nr. 88— 9!, für die gesuchten Schwer- 
punktskoordinaten des Gewölbeflächent'eils DAS die 

Werte: 

92) l='a, 



Einfnche lategradonen. 



^ 



94) 



r=U- 



'Iß 



In dem durch die Aufgabe genannten ersten Sonderl'iiUe ist 
hiernach : 

95) ^ = ^ = C = 1 a. 

Für den zweiten Sonderfall geben die Gli'iilmng'en 
Nr. 92 — 94, bei Beachtung des bekannten Satzes 



Lim- 



(lie Werte: 
97) 



= -^7Ta, C = 



Anmerkungen. I. Letztere Werte (Nr, 97) ätimmen, 
1 und ^ anlangend, nicht überein mit denen, welolic au^ 
Nr. 5. für den Viertelkreisbogen folgen; nämlirli mit 

2 
£ = 1/ = — o. Diese Nichtübereinstimmung rührt daher, 

daß in dem einen Falle ein gleichförmig dichter Quadrant 
vorliegt, in dem anderen (Nr. 97 betreffenden) pin un- 
gleichförmig dichter. 

II. Der vorstehende Abschnitt F behandelt eineu spe- 
ziellen Fall der Theorie der Schweritunktsberechnuug der 
Umdrehungsf lachen. Näheres über diese Theorie: 
Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der In- 
tegralrechnung, § 18, Abschnitt F. — Kraft, Probleme 
der analytischen Mechanik; Bd. I, S. 569 — 575; aucli S. 603. 
Nr. 4. 



G. 

Der Schwerpunkt des Volumens eines parabolisclien 

Kloatergewölbes. 

Für den gleichförmig dichten Rauminhalt V des GewiiJbe- 
teUs OABC (Fig. 17 auf S. 43) sollen die, auf das System OXTZ 
bezogenen, Koordinaten |, ^, C des Schwerpunktes S bt.'iv.:Iiuel 
werden, und zwar als Bruchteile der Abmessungen 

OA = a, AB^b, OC = c, 
welclie man als gegeben voraussetzt. (Vergleiche ^ 7. Ab- 
schnitt C; auch § 10, Abschnitt A.) 
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Lösung, Die Strecken Oi, LM, MF sollen, wie in dem 
Abschnitte A des § 10, wieder x, y, z heißen. Dann sind die 
y^osiichten Koordinaten 5, ^, ^ bestimmt ^lurch die drei Gleichung^en: 

08) V^=jxyedx, 

99) F.?= [jy^gäx, 

100) F:=|j'3/Ä»d.r, 

in denen, nach § 7, Nr. 12, 

101) V={ahe 
ist. 

Ferner hat man, gemäß Nr. 4—7 des § 10: 

102) » = ^ * 
und 

Damit gehen die Gleichungen Nr. 98 — 100 über In: 

104) ' r| = -^f-/',T=(«=-.T")<J.r, 

105) F, = |^,>(«'-.V.r. 



101!) 



yi=^tfna^-.^'ä.. 



Die Art der Berechnung der in Nr. 104 — 106 vorltommenden 

Integrale ist selbstverständlich. 
Es ergibt sich: 
IHT) n = l^<i?he, 

U>B) Yti = ]^aVc, 

im) rs — JoSt". 
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Folglich hat man, laut Nr. 101, für die verlangten Schwer- 
punktskoordinaten die Werte: 



Anregungen und Anmerkungen, welche Sehwerpuukts- 
berecbnungen betreffen. 

I. Bezüglich der Schwerpunkte der Bögen ebener 
Linien sehe man (zur Erweiterung der vorstehenden Ab- 
schnitte Ä und B) : Fuhrmann, Aufgaben aus der analytisdien 
Mechanik, Teil I, Seite 37—44 der 2. Aufl^e. — Kraft, 
Probleme der analytischen Mechanik, Band I, Seite 530 — 542, 
600—601. — Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, 
Band I, Seite 84—86, Nr. 5 und 6 der 2. Auflage. 

Es sind hier die Schwerpunkte der Bögen sehr \ieler 
ebener Kurven behandelt (von denen für die Bauwissensi-iiaft 
vorzüglich der Kreis, die Parabel, die Ellipse, Hyperbel 
und Kettenlinie in Betracht kommen). Auch ist in d<:n f^a- 
nannten Werken auf veränderliche Dichtigkeit der Linien 
eingegangen. 

n. Näheres über die Schwerpunkte ebener Pliichi>n 
(Abschnitt C und D des Vorstehenden) durch: Fuhrmann, 
naturwissenschaftliche Anwendungen der Integralrechnung, § 18, 
D; auch § 32, A. — Kraft, Probleme der analytischen Merlianik, 
Bandl, Seite 546—569, 602, 603 und 605, Nr. 10. 

in. In Bezug auf die Schwerjiunkte von Umdreluiiigs- 
körpern, z.B. von Kuppeln, Säulen u.s. w., sehe man: Fuhr- 
mann, Aufgaben aus der analytischen Statik, Seite 76^70 der 
2. Auflage, — Die Berechnung der Schwerpunktslage des von 
einem parabolischen Kuppelgewölbe überspannten Itaumes 



^ 



IV. Die Schwerpunkte von Obelisken, Dammkurpt^m 
und Kübeln finden im § 124 der 5. Auflage von „Weisbacli- 
Herrmann, Lehrbuch der theoretischen Mechanik" elementare 
Behandlung. 

V, Bezüglich der Schwerpunkte ungleichförmig ilkhler 
Körper, etwa gedrückter Erdmassen, möge „Fuhrmann, natm-- 
wissensehaftliche Anwendungen der Integralrechnung", § 18, Ali- 
schnitt G, beachtet werden. 

Fuhrmann, Anwendungen d. InfiniteBimalreohnunK. T, IV. C 
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Vi. Über uäheriingsweise Scliwerpunktsermitteluug 
(welche in der Bauwissenschaft besonders für un gesetzmäßig 
begrenzte Körper in Betracht kommt) sehe man: Fuhrmann, 
naturwissenschafüiche Anwendungen der Integralrechnung, § 5. 
(Simpsonsche Regel.) — Mehrtens, technische Mechanik, 
Seite ö09. — Weisbach- Herrmann, Lehrbuch der tlieoreti- 
sehen Mechanik, § 127 der 6. Auflage. 

Vü. Für elementare Schwerpunktsberechnungen, nämlich 
filr solche mit Umgehung der Integralrechnung, ist be- 
sonders zu beachten: Holzmiiller, Ingenieurmathematik, Teil I, 
vom Jahre 1897, Seite 9—24, 233—261. 



§ 13. TrägtLeltsmomente.*) 
A. 

Einleitende Bemerkungen. 

Das Trägheitsmoment, Drehangs- oder Massen- 
moment T eines materiellen Punktes, welcher die Masse m 
hat und um die Strecke r von einer Drehachse absteht, ist, be- 
zogen auf letztere, bekanntlich definiert durch die Gleichung 
1) T=mr\ 

Die Trägheitsmomente materieller (mit Masse ausgestatteter) 
Linien, Flächen und Körper ergeben sich, wenn man die 
üirer „Elemente" summiert. 

Analytische Ausdrücke für diese Elemente bietet die Diffe- 
rentialrechnung dar. Dire Summiernng, nachdem sie gemäß 
der Gleichung Nr. 1 das Differential des betreffenden Trägheits- 
momentes gegeben haben, ist Sache der Integralrechnung. 
Muu kommt dabei auf einfache oder auf mehrfache Integrale, 
je nachdem der Wert des betreffenden Elementes einen unend- 
lich kleinen Faktor oder mehrere unendlicli kleine Faktoren 
enthalt. — 

Auf Grund dieser eiDleitenden Bemerkungen löse man, mit 
Benutzung bestimmter einfacher Integrationen die unter B bis F 
folgenden Aufgaben, welche für die Eanwissenschaft be- 
sonders in Betracht kommen. 



") Man sehe den § 18; auch: Fuhrmann, naturwissenschaftliche 
Anwendungen der Integralrechnung, § 31. 
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Das Trägheitsmoment der gemeinen Kftteulinie. 

Das auf die Drehaclise 07 (Figur 1 auf Si>ite 4) bezogene 
Träg-liGitsmoment T des von x = o bis x^a gcmeintoa Bogi-ns 
der im Abschnitte A des § 2 näher bezeichneten Seillturve 
(oder gemeinen Kettenlinie) von der Gleichung 




iE- / — 

2) . * / -^ 



(e*4-e *) 



soll bereclinet werden, und zwar 

ß) ausgedriickt durch a, e, h, den konstanten (selir klein 
gndachten) Bogen quersclinitt q und die konstante Dichtigkeit e, 

ß) ausgedrückt durch a, h, q, s, die Bogenlänge OB ^= s 
und die Einaenkungatiefe DC=c. 

Lüsnng. Das zu OP'=x gehörende Boyen dement von 
der Länge ds bat, entsprecliend der Gleiclmng Nr. 1, das Trüg- 
lieitsmomeiit 

3) dT^(_qds)e.x^ = qe.r^^l -\-y'-ä.r. 

Demgemäß ist 

also, wegen Nr, 2, 

6) T= l-qefx'' (c* + c~"*)d.r. 

Nach sehr bekannten, für die Berechnung von Integral- 
werten geltenden Regeln und Formeln g^bt das: 

Ö) T= j kqA(a' — 2ak -\-2k') e" — (a^ + 2ft/: + 2*0 e " *■■( 
oder 

7) r= ;iä.{(a- + 2 4=) (e5-rs)-2a{ (c'' + r>)j- 
Es ist aber (man sehe § 12, Gleichung 24 und 25): 



\. 



84 
und 
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Folglich kaDQ Nr. 7 ersetzt werden durch 

10) T= qe {(a* + 2 ft') s — 2 aft (c + ft) J. 

Mit Nr. 7 und Nr. 10 ist die gestellte Aufgabe gelöst. 

Aumerkungen. 1. Man beacht« die am Fuße der Seite 5 
stellende, die Hyperbelfunktionen anlangende, Bemerkung ß. 

IL Femer sehe man; Fuhrmann, Aufgaben aua der ana- 
lytischen MechMiik, Teil II, Nr. 148 und 152 der 2. Auflage. 



Das Trägheitsmoment des Trape 
zuriickführbaren 



Fori 



nd der auf daast 



Fig. 36. 



^> 



ir- 



äin gleichförmig dichtes Trapez PiPsftft, Figur 36, 
Abmessungen 

die (sehr geringe) Dicke d, 
die konstante Dichtigkeit c. 

Man soll (ausgedrückt 
durch Ol, fla, h, d und e) 
das Trägheitsmoment T jenes 
Trapezes, bezogen auf die 
mit QiQi zusammenfaUeade 
Drehachse ü V berechnen, 
es zusammensetzend aus den 
Trägheitsmomenten streifen- 
förmiger Elemente, welche, 
wie LM und NO, mit UV 
f/' gleichgerichtet sind. 

Das Ergebnis soll An- 
wendung finden auf die Son- 



n 

M 



Q. 



ö. 



derl'älle, in denen 

ß) das Trapez in das Rechteck PiB^Qi übergeht, 
|9) KU dem reehtwinkhgen Dreiecke QiPjQ2 wird, 

Liisujig;. Man hat zunächst 

11) 2'=ri-fr2, 
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wobei T, das Trägheitsmoment des Rechtecks Q,PiItQ2 Li 
deutet und T2 das des rechtwinkligen Dreiecks P1P2R. 
Wird Q2M mit y bezeichnet, so ist 

also 

12) T,=bds fy^dy. 

Das gibt: 

13) 2*1 = i tf«ai'&- 

Wird femer unter tj die Strecke Q^ verstanden, so hat mau 




mithin 

Daher 

14) 






also 

15) 2*2 = i'j de (0,3 -j- 0,^01 + Oitti» — 3 a,«) J. 
Demnach ist, laut Nr. 11, 13 und 16, 

16) 3-= il <Jf Cai^ + «,»0» + fliOs^ + a,ä) 6, 
oder 

11) r=lJ.(a.-+a.-)(a.+a,)t = |J. °'+'^''''+°'' i. 

das auf die Achse (7F bezogene Trägheitsmoment des 
Trapezes PiPjQiQi- 

Für das Rechteck P,BQaÖ, (Sonderfall «) geben die 
Gleichungen Nr. 16 und 17: 

18) T^ldeai'b, 

übereic stimmend mit Nr. 13; für das rechtwinklige Dreieck 
Q1P3Q» (Sonderfall (S) liefern sie: 

19) T=^^Ö€at'b, 
entsprechend der Gleichung Nr. 15. 
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Anmerkungen, a) Bezeichnet man mit m (Sie Mause ies 
IVapezes PiPaQaÖi» bezi^lich die des Reclitecks PiRQ^Qi und 
des Dreiecks QiPaÖS' ^o l'^* ^^t^ (gemäß Nr. 17, 18 und 19) für 
die drei Trägheitsmomente die Werte 

20) -j- «• (%^ + <*a=), l-m<h',lmcL,K 

Aus diesen folgen sogleich die, bekanntlich durch die Cleiehimg 

21) T=mQ^ 

definierten, Beträge der Trägheitshalbmesser g (welche «ich 
leicht konstruieren lassen). 

ß) Vergleiche: Winkler, Elasticität und Festigkeit: I, J 314 
(wo auch die Beziehung zu den Winkeleisen, T-Eisen, Babn- 
schienen u. s. w, erwähnt ist). 




n. Man Ijereclme, mit Be- 
nutzung der Gleichungen Nr. 16 
oder 17, das auf die Achse UV 
bezogene Trägheitsmoment 

a) des Dreiecks PiP^P^ 
(Figur 37), 

ß) des Vierecks PiPjPgP^ 

(Figur 38), 

;-) desn-EcksPiPa^B...?» 
(Figur 39, Seite 87), 



ansgetlriiekt durch die Höhen 




„....<2,P,^a„ 

die Breiten 

ftft = 6s,...., 

die (selir'germge) Dicke 
d und die konstante 
Dichtigkeit s. 

Andeutungen zur 
Lösung, Für das auf 
die Achse PF bezogene 
Trägheitsmoment Pdes 
Dreiecks PjPsPj hat 
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22) T= Ti~ Tt— r,, 

wobei r„ y, und T, die Trägheitsmomente der Trapeze Qt Pt -Pj Qt, 
QiPiPsQs und QtPiP^Qs bezeichnea. 

Gemäß Nr. 16 oder Pig. 39. 



17 ist jedes der in 
Nr. 22 rechts stehenden 
Momente bekannt; mit- 
hin hat man auch T. 
(Siehe: Winkler, Ela- 
sticität und Festigkeit; 
TeU I, § 213.) 

Ebenso liegt die 
Sache für das Viereck 
und für das Vieleck. 

lil. «) Man zeige femer, daS das (auf eine Achse UV be- 
zogene) Trägheitsmoment einer beliebigen, ganz oder teilweise 
krummlinig begrenzten Fläche PiPtPt P„ (Figur 40) 





ftö.Ä <i..,o. e-.o, 



uäherungsweise erhalten werden kann als algebraische 
Summe der l^rägheitsmomente von Trapezen, also mittels der 
Gleichungen Nr. 16 oder 17. 

ß) Auch möge gezeigt werden, daß (in der durch die 
Figur 41, Seite 88, angedeuteten Art) die algebraische Summe 
der Trägheitsmomente von Rechtecksflächen (Gleidmng Nr. 18) 



88 
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näherungsweise an die Stelle des Trägheitsmomentes einer solchen 
beliebig begrenzten Fläche gesetzt werden darf. 

Fig. 41. 



U 





Y) Endlich zeige man, wie sich die „Simpsonsche Regel** 
(Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der Integral- 
rechnung, § 5) zur näherungsweisen Berechnung der Trägheits- 
momente beliebig begrenzter ebener Flächen, z. B. der Quer- 
schnitte von Eisenbahnschienen, benutzen läßt. (An die 
Stelle der Inhalte der in der Simpsonschen Regel vorkommenden 
Flächenstreifen treten die Trägheitsmomente derselben. Siehe: 
K. V. Ott, Baumechanik, Teü 11, Seite 120—122 der 2. Auflage. 
— Winkler, Elasticität und Festigkeit; Teü I, § 219.) 

IV. Bezüglich der Trägheitsmomente (Biegungsmomente) 
von Drei-ecken, Vierecken, Vielecken und" der auf diese 
zurückführbaren, für die Technik besonders in Betracht 
kommenden Formen (z. B. kreuzförmige, rahmenförmige 
und T- förmige Querschnitte) beachte man besonders folgende 
Literatur: 

Grashof, Elasticität und Festigkeit; 2. Auflage (1878), 

Seite 61 und 62. 
v.Ott, Vorträge über Baumechanik; Teü II, Seite 112—120 

der 2. Auflage. 
Weisbach-Herrmann, Lehrbuch der theoretischen Mecha- 
nüs; 5. Auflage; § 227—230 (Seite 443 — 453); auch 
§ 312 (Seite 696 und 697). 
Winkler, Elasticität und Festigkeit; Teü I, § 209—215 
(d.i. Seite 199 — 205). 
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D. 

Das Trägheitsmoment einer Kreisfläche. 

Eine materielle Kreisfläche sei gegeben durch ihre Halb- 
messerläDge a, ihre (konstante und sehr geringe) Dicke d, sowie 
durch ihre (konstante) Dichtigkeit s. 

Das Trägheitsmoment T bezüglich einer senkrecht zur 
Fläche stehenden und durch den Mittelpunkt derselben gehenden 
Drehachse soU durch bestimmte einfache Integration berechnet 
werden. 

Lösung. Ein kreisringformiges, zum Halbmesser r ge- 
hörendes Element von der Breite dr hat das Trägheitsmoment 

23) dT = (27trdr)d€ .r\ 
Mithin ist 

a 

24) T =27td€ jr^dr, 

o 

also 

25) T=^nd€a^; 

oder 

. 26) T=lMa\ 

wenn mit M die Masse der Kreisscheibe bezeichnet wird. 

E. 
Das Trägheitsmoment eines geraden Kreiszylinders. 

Der Grundflächenhalbmesser sei a, die Höhe A, die Dichtig- 
keit €, Man berechne das bezüglich der Achse des Zylinders 
vorhandene Trägheitsmoment T durch einfache bestimmte Inte- 
gration 

a) unter Benutzung kreisscheibenförmiger Elemente und 
mit Verwendung der vorstehenden Gleichung Nr. 25; 

ß) ohne letztere, mit Benutzung von Elementen, welche die 
Form unendlich dünner Hohlzylinder haben. 

Andeutungen zur Lösung. Entsprechend der Gleichung 
Nr. 25 hat ein (zur Achse senkrecht liegendes) kreisscheiben- 
förmiges Element, dessen Grundfläche um ^ und dessen Deck- 
fläche um ^ -f- (Z^ef von der Zylinderbasis absteht, das Trägheits- 
moment 

27) äT=j7t€a^da. 



90 Einfoche Integrationen. 

Mi thin ist 



=A 



nsa* de. 



Hingegen hat ein Hohlzylinder mit dem inneren Halb- 
messer r und äetn äußeren r -\- dr das Moment 
29) dT=(27irhdr)er^; 



Die Gleichungen Nr. 28 und 30 geben: 

31) 2"=: ^nea*h = l-MflS 

wobei M die Masse des Zylinders bezeichnet. 

Anmerkungen. I. Bei Benutzung der Gleichung Nr. 25, zur 
Ableitung von Nr. 31 aus Nr. 28, bringt man, streng ffenomineu, 
eine Doppelintegration zur Anwendung, weil Nr. 25 duicli 
eine einfache Integration gewonnen ist (aus Nr. 3;^) und Nr. 2S 
eine nochmalige einfache Integration verlangt. 

n. Daß aus Nr. 31 auch das Trägheitsmoment des Holil- 
zylindera (bezogen auf seme Achse) entnommen werden kaim, 
yersteht sich wohl von selbst 



Das Trägheitsmoment eines geraden Kreii^kegcls. 

Es sei der Kegel gegeben durch seine Höhe h, seinen 
Grundflächenhalbmesser o und seine Dichtigkeit s. Das bezüg- 
lich der Achse des Körpers vorhandene Trägheitamoment T 
möge berechnet werden 

ß) unter Benutzung kreisscheibenförmiger Elemente, mit 
Verwendung der als bekannt vorausgesetzten Gleicliung Nr. 25; 

ß) ohne diese, unter Benntzung hohlzylindrischer Ele- 
mente. 

Andeutungen zur Lösung. «) Ein kreisscheiben- 
förmiges Element, welches so Hegt, wie das im vorhergehenden 
Abschnitte (E) verwendete, hat, gemäß Gleichuog Nr. 25, das 
Trägheitsmoment 



(«M« 



ijr=.^a. 0-^-^ <r»- 



^ 
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Dies führt auf 



33) 



n 



gibt also: 

34) T=^^nsa^h. 

ß) Ein hohlzylindrisches Kegelelement mit dem inneren 
Halbmesser r und dem äußeren r ~\- dr hat das Trägheitsmoment 

35) dT = (2 nr . ^^^^ h.dr^e. r^ 
Das gibt: 



a 



36) 



T==^JapJr\a-r)dr, 



o 

was ebenfalls auf Nr. 34 führt. 

Anmerkungen. I. Zu Nr. 34 beachte man die am Schlüsse 
des vorhergehenden Abschnittes E stehende (auf Nr. 25 sich be- 
ziehende) Anmerkung I. 

n. Mit Nr. 34 hat man selbstverständüch auch das Trägheits- 
moment des abgestumpften Kegels. 

G. 
Anregungen und Anmerkungen. Literaturangaben. 

I. Über Trägheitsmomente der Parabelfläche, des Kreis- 
abschnittes und Kreisausschnittes, des Vollkreises und 
der Ellipsenfläche sehe man: 

Autenheimer, Elementarbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung; 3. Auflage, § 183. 

Weisbach-Herrmann, Lehrbuch der theoretischen Mecha- 
nik; 5. Auflage, § 318. 

Winkler, Elasticität und Festigkeit; Teil I, § 216—218 
(Seite 205—208). 

n. Bezüglich der Bestimmung des Trägheitsmomentes flacher 
Wellbleche durch Zurückführung auf eine aus kongruenten 
Parabelstücken gebildete Wellenlinie, benutze man die im „Lite- 
raturverzeichnis" genannte Arbeit von P. Feige. 

in. Über die Trägheitsmomente ebener Flächen im all- 
gemeinen sehe man die iii jenem Verzeichnis angeführte Ab- 
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handlung von 0. Mohr {Bestimmung und graphiaelio Darslfllany; 
Ton Trägheitsmomenten); aach: Jahrbuch über dio Fort- 
schritte der Mathematik, Band XIX, Seite 921—933, avo 
F. Kötter ausführlich über die Mohrsche Arbeit berichtet hat. 
IV, Endlich beachte man die betreffenden (also auf Träg- 
heitsmomente, Widerstandsmomente oder Querschnittsmomente 
sich beziehenden) im „Literaturverzeichnis" genannten Ab- 
handliingen von Aksnes, Davies, Engesser, JoUes, Kirsch 
(über eine einfache Charakteristik von Querschnitts formen), Land 
und Rosskothen. 



§ 14. Landvertsberechniingeii nnd F^ohentellaageii bei gesetz- 
mäßig TerändeTlicbflm Elnheltswerte.^) 



Wert eines rechteckförmigen Landt^ilea. 

L An einem Verkehrswege (Straße, Eisenbahn, Kanal), 

dessen Achse UV (Figur 42) ist und welcher die Breite 2 s 

hat, liegt ein rechteckförmiger 

^"■^^' Landteil (Bauplatz, Feld oder 

^ : -^ dergleichen) Qi P, Pg Q^ , dessen 



AT 



-.r^ 



jener Geldwert längs c 
LM, die von UV um 



sind. Der Geldwert tv der Flächen- 
einheit (etwa des Quadratmeters) 
dieses Landteils setzt sicli an jeder 
Stelle zusammen aus einem kon- 
stanten Betrage c„ und aus einem 
veränderlichen, welcher letztere 

7 ' dem Abstände von ÜF umgekehrt 

£ proportional und für die Einheit 

desselben gleich c, ist; es hat also 

r zur Südgrenze Qi Q^ parallelen Geraden 

f absteht, den Betrag 



•) Man vergleiche die §§ 19 und 20. 
") Hier und in den folgenden Gleichungen sind 
positiv gemeint. 



J 
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Man soll den Geldwert W des Landteils ^iPiPa^a 
durch bestimmte einfache Integration berechnen, ausgedrückt 
durch a, 6, 5, Co und Ci. 

Ferner soll man den durch die Gleichung 

W 

2) ^=^ 

definierten Mittelwert w der Flächeneinheit angeben, wobei 
JF den Inhalt des rechteckigen Landteils Q^ -Pi -Pa Ö2 bezeichnet. 

Endlich soU diejenige Vergrößerung V genannt werden, 
welche der XJrwert JJ des Landteils infolge des Verkehrsweges 
erfahren hat, falls die Gleichung 

3) V=Fco 
jenen Urwert definiert. 

Lösung. Der längs LM liegende Flächenstreifen von der 
Breite dy hat den Wert 

4) äW= {hdy) w = h(co-\'~\ dy. 
Es ist also 

5) w =j'b (co + 1) ^y ; 

a 

mithin 

wenn mit l der natürliche Logarithmus bezeichnet wird. 

Hieraus folgt für den Mittelwert der Flächeneinheit: 

7) m = Co-\ — -l — — . 

Er liegt also vor, wo LM von der Achse UV den Abstand 

a 



8) ym = 



^s±a 



hat. 

Endlich lehrt Nr. 6, daß die Wertsvermehrung 

9) r=bcj^^^ 

s 
ist. 



I 

I 
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II. Man löse die im vorsteheDden Abschnitte (unter I) be- 
lelte Aufgabe für die Fälle, in welchen, statt Nr. 1, die 
Liiiter Nr. 10 bis 18 folgenden Gesetze vorliegen, iiflmlich 

12) „ = c„ + -^, 

wobei die c wieder als positive Konstanten gemebt «ind imil » 
i-ln-nso vorausgesetzt ist,*) 

Es sprechen diese Gesetze, wie Nr. 1, aus, dal) der Wert 
der Flächeneinheit abnimmt, wenn der Abstand vom Verkehrs- 
wege wächst; auch können sie (wie Nr. 1) leiclit in Worte 
^etäöt werden, was nicht unterbleiben möge. 

Andeutungen zur Lösung. Liegt das Gesetz Nr. 10 
vor, so ist 

• + o 

Dies führt auf: 

Man hat also: 
11») m = CoH — -, — \ — -, ; 

ilalier 

17) ?„ = /«(« + «)' 

wus, als geometrisches Mittel zu Ä^i^i und 8\'P\^ leicht kon- 
struiert werden kann. 
Endlich hat man: 



IH) 



sCs + a)' 

') tJber die Berechnung dieser Konatanten aus gegebenen MVrtf- 
paaren sehe man; Fuhrmann, naturwissenschaftliehp Anwen- 
dungon der DifEerentialreclmung, § 23 und 24 der 2. Auflage. 
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Wenn die Gesejze Nr. 11, 12 oder 13 vorliegen, so ist die 
Sache im wesentlichen ebenso. Bei Nr. 12 sind die Fälle 

19) w=l 
und 

20) n^l 
zu unterscheiden. 

ni. Man berechne femer den Wert W des Rechtecks 
Q1P1P2Q2 (Figar 42 auf Seite 92) für den Fall, daß der Ein- 
heitswert w nach dem Gesetze 

Ci 



21) 



iO=Co-\- 



c2 + y 

wächst, wobei c«, Ci und C2 positive Konstanten bedeuten, y 
jetzt der Abstand von der Seite Q1Q2 sein soll und dabei ge- 
dacht werden möge, daß letztere zur Achse eines Verkehrs- 
weges wird. 

Lösung, Die Aufgabe kommt im wesentlichen auf die 
unter I behandelte zurück. Es ist 



22) 

also 
23) 






W 



Ci , a + Ca 



V a C2 J 



IV. Femer berechne man 
den Wert TT eines rechteckigen 
LandteUs AB CD (Figur 43) 
für den Fall, daß eine Ver- 
kehrswegsachse g ihn parallel 
zu AD durchschneidet, der 
Wert w der Flächeneinheit 
hierdurch wächst und zwar 
nach dem Gesetze Nr. 21. 

Auch untersuche man, 
wie sich ai zu a verhalten 
muß, wenn W am größten 
Sern soll. 

Andeutungen zur Lö- 
sung. Es ist der gesuchte 



Fig. 43. 
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Wert die Summe der Werte der Rechtecke ^.EFD und EBCF\ 
mithiD, gemäß Nr. 23, 

Dies wird am größten, für 

25) ai = 3 a, 

also wenn der Verkehrsweg das rechteckige Landstück in der 
Mitte durchläuft. 

Anmerkung. Man vergleiche das aus Nr. 25 folgende 
Wmax mit den W-Beträgen, welche vorliegen, falls y mit 
AD oder BC zusammenfällt. 

V, Als ein Gegenstück zu IV berechne man den Wert W 
des Rechtecks ABCD (Figur 43 auf Seite 95) unter der Voraus- 
setzung, daß g eine Gerade sei, von welcher ab iler Fliiclien- 
einheitswert w zunimmt (statt abzunehmen) und zwar, nach 
AD und BC hin, entsprechend dem Gesetze 

26) w^e„ -\- Ciy, 

wobei mit Ce und Ci wieder positive konstante Größen gemeint 
sind.*) 

Auch ermittele man, für welche Lage von g (innerhalb 
ABCD und parallel zu AD) der Landwert W am größten 
oder kleinsten ist 

Andeutungen zur Lösung. Zunächst hat mao: 

27) W=f(jbdy) (c„^c,p)+f(bdy) (c, + c^y). 



W^lace + IC^i^ + Os*)c, )6, 



*) Ein Zunehmen des w bei wachseniiem y kann z. B. dann 
vorkommen, wenn die Gerade g der Figur 43 der (erschwert 
zugängliche) geradlinige Rücken eines keilflirmigen Berges ist, 
auf dessen zwei Seiten die rechteckigen Landteile EBCF und 
E FDA liegen ; oder wenn von g aus, nach B C und A D hin, die 
Fruchtbarkeit des Landteils zunimmt; oder wenn BC und 
AD die Grenzen von Absatzgebietea sind, welche in Be- 
tracht gezogen werden müssen. 
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oder 
29) 



W= {aco + I (%2 + (a - a^y) c^) b. 



Gemäß Nr. 29 wird W am kleinsten, für 



30) 



«1 = y öl. 



Es hat dann den Betrag 
31) Wn.in = {co-\rlaCi)F, 

wenn F den Flächeninhalt des Rechtecks AB CD bezeichnet. 
(Hingegen ist 

32) Wa,=.o = Wa,^a = (Co + \aCi)F 

falls die Gerade g mit AD^ bezüglich BC zusammenfallt.) 

B. 

Wert eines dreieckigen Landteiles. 

1. Für das bei Pj rechtwinklige Dreieck PiP^P^ (Figur 44), 
welches ein großes Landstück darstellen möge, sei 

Femer soll ÜF die Achse 

eines Verkehrsweges sein, Fig. 44. 

der die Breite 2^ hat. j^ 

Von dem Werte w der 
Flächeneinheit des Land- 
stücks PiP^Pj möge vor- 
ausgesetzt werden, daß er 
(siehe den vorstehenden Ab- 
schnitt A unter I) nach dem 
durch die Gleichung Nr. 1 
ausgedrückten Gesetze ab- 
nehme, wenn y (pämlich 
S^M) zunimmt. 

Man berechne, durch 
einfache bestimmte Integra- 
tion, den Wert W des Land- 
teües P^P^P^, 




Andeutungen zur Lösung. Da 



33) 



LM 



«2 + 5 — y 



Öfg — Ui 
Fuhrmann, Anwendunge d. Infinitesimalrechnung. T. IV 
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H'; 



»-».■ 



■ 7 ■ 



bsi 






ist, so hat der längs LM liegende mit der Breite dy versehene 
Flächenstreifen den Wert 

Es ist also 

h 



s + a. 



35) 



^=^-^f^'^+^-yK''+'iyy- 



»+«1 



Demgemäß ergibt sich, durch Ausmultiplizieren und nachfol- 
gende Einzelintegration, 

n. Man löse die unter I behandelte Aufgabe auch fiir die 
Fälle, in welchen der Wert w der Flächeneinheit durch die 
Gesetze Nr. 10 — 13 (siehe Seite 94) bestimmt ist, statt durch 
das Gesetz Nr. 1. 

Andeutung zur Lösung. Liegt das Gesetz Nr. 10 vor, 
so ist, entsprechend der Gleichung Nr. 35, 

Und so weiter, wie unter I. 

in. Femer berechne man den Wert W des dreieckigen 
Landteils P1P2P3 (Figur 44 auf Seite 97) für den Fall, dafi 
der Einheitswert w sich nach dem Gesetze Nr. 21 ändert und 
dabei Co, Ci, c^ und y die daselbst angegebene Bedeutung haben. 

Andeutungen zur Lösung. Es ist dann 



a. 



38) 



'^=57^/<'^-«(''-+.-n^)'"'- 



Dies führt auf: 



S9, ,r=»{i(«,-«.,..-0-^!^)..}. 

Man vergleiche Nr. 36. 

IV. Es möge Nr. 39 zur Berechnung des Wertes W eines 
beliebigen Dreiecks ABC angewendet werden, dessen Grund- 
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linie AC durch die Höhe h in die Abschnitte 61 und h^ zerlegt 
wird. Dabei soll in dem Gesetze Nr. 21 unter y der Abstand 
von AG verstanden sein. 

V. Man berechne femer den Wert W des rechtwinkligen 
Dreiecks PiP^P^ (Figur 44 auf Seite 97) unter der Voraus- 
setzung, daß für fjo die Gleichung Nr. 26 gilt, dabei Co und d 
positive Konstanten sind, y aber den Abstand von Q1Q2) sticht 
von 17 F, bedeutet. (Siehe A, Unterabschnitt V, auf Seite 96.) 

Andeutungen zur Lösung. Es ist 

*<^) ^= -^T^rär/^*^ - ^) ('''' + "^'^^ ^y ' 

mithin 

41) Tr= ifeJCaa - aO Co + jCa^^ + a^ai — 2at^) ci}- 
Dies kann in der Form 

42) W= {co + I (aa + 2a0 a^F 

gegeben virerden, w^obei J'den Flächeninhalt des Dreiecks PiPjPj 
bezeichnet. 

Hiemach hat man für denjenigen Mittelwert Wm der 
Flächeneinheit, w^elchen die Gleichung 

W 



43) 



M?m = 



F 



definiert, den Betrag 

44) Wm = Co + Y (ag + 2ai)(?i. 

Er ist also gleich demjenigen w^ vvrelches im Schwerpunkte 



des Dreiecks vorliegt. 



C. 

Wert eines trapezförmigen Landteiles. 

I. Es sei wieder (vergleiche die Figuren Nr. 42 und 44 
auf Seite 92 und 97) UV die Achse eines Verkehrsweges von 
der Breite 2 s. An ihm hege ein Landteil Ö1P1P2Ö2 (Figur 45 
auf Seite 100), welcher die Form eines rechtwinkligen Trapezes 
hat. Die Abmessungen desselben sollen sein: 

Man berechne, unter Benutzung des im Vorstehenden (unter A : 

7* • : 



100 



Einfach« Integrationen, 
den Wert W dieses 



trapeztcirmiy^on 



und B) Behandelten 
Landteils 

a) für den Fall, daß der Flächeneinheits-Wert w sich radi 

dem Gesetze Nr. 1 (Seite 92) ändert, 
ß) für den, daß et nach dem Gesetze Nr. 10 (S^ite 94) ver- 
änderlich ist, 
wobei, wie früher, c„ und Ci positive Konstanten bedeuten, y den 
Abstand von der Achse UV des Verkehrsweges bezeichnet. 

Andeutung zurLiisung. 
Die gesuchten Wert* folgen aus 
den vorstehenden Abschnitten A, 
I und B, I, bezüglich A, H und 
B, n, weil das Trapez g, P, P^ Q^ 
sich aus dem Rechteck Qi Pi R Q^ 
und dem rechtwinkligen Dreieck 
P,PaB zusammensetzen läßt. 

K. Ferner berechne man 
den Wert W des trapezrormij^pu 
Landteüs QiFtFtQi 

tt) für den FaU, daü das 

Gesetz Nr. 21 besteht, 

ß) für den, daß Nr. 26 Gil- 

tigkeit hat, 

Ci und Ci positive Konstanten sind, y den Abstand 

QiQi bedeutet 

Andeutung zur Lösung. In dem ersten der beiden Fülle 
folgt W aus den vorstehenden Abschnitten A, lU und B, III; 
in dem zweiten aus A, V und B, V, Für das Bestehen des 
Gesetzes Nr. 26 ei^bt sich 

45) tr=|6{cai+«a)Co+y (at= + a,ai, + a2=)ci]. 





^ 


P. 


^ 


^^^ 


R 




ä. 

/7 — 




« 



dabei 

von der Grenzlini 



Landtei 



ebig beeri.'uztei 



Der Flächeninhalt eines jeden Dreiecks PjPjPj, (Fignr 37 
auf Seite 86) läßt sieh als die algebraische Summe der Flächen- 
inhalte rechtwinkliger Trapeze ansehen. Der Wert W eineü jeden 
dreieckigen Landteils ergibt sicli also, lUr jedes auf den 
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Abstand von einer Geraden sich beziehende Veränderlichkeits- 
gesetz, aus den betreffenden Werten der zugehörigen Trapeze. 
(Siehe den vorstehenden Abschnitt C.) 

Dasselbe gilt für das Viereck (Figur 38 auf Seite 86); 
überhaupt für das Vieleck (Figur 39 auf Seite 87), also för 
jeden geradlinig begrenzten Landteil. 

Näherungsweise hat es auch für krummlinig oder ge- 
mischtlinig begrenzte Landteile (Figur 40 auf Seite 87) 
Giltigkeit. 

Bei sehr geringen Genauigkeits -Ansprüchen können die 
Werteformeln des Rechtecks (Abschnitt A auf Seite 92) an 
Stelle der des Trapezes Benutzung finden. Man sehe die 
Figur 41 auf Seite 88, überhaupt § 13, Abschnitt C. 



E. 
Werte kreisförmiger Landteile. 

I. In den vorhergehenden Abschnitten A bis D (Seite 92 
bis 100) ist angenommen worden, daß der Wert w der Flächen- 
einheit eines Landteües irgend ieine Funktion des Abstandes y 



von einer festen Geraden sei. 
einem Gesetze abhängen von 
dem Abstände r, den die 
betreffende Stelle von einem 
festen Punkte hat. 

Man denke sich bei- 
spielsweise Felder oder 
einen Waldbestand auf 
der Oberfläche eines kreis- 
kegelförmigen Berges (Fi- 
gur 46®^) oder eines kreis- 
kegelförmigen Kessels (Fi- 
gur 46^). Man nehme femer 
an, daß der Bestand jener 
Oberfläche auszunutzen sei 
an dem Umfange k des- 
jenigen Kreises (Figur 46^), 
welcher der Grundriß des 
Kegels ist. 

Dann wird der Wert w 



Er kann aber auch nach irgend 

Fig. 46* bis 46«. 
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der Flächeneinheit vom Mittelpunkte jS" nach dem Umfang^e k 
hin zunehmen; vielleicht nach dem Gesetze 

46) w = Co +Cir + fi,f^, 

wobei c,, C] und Cj positive Konstanten sind, r den veränder- 
lichen Halbmesser S'P' (Figur 46") bezeichnet, also auch positiv 
gemeint ist. 

Man denke sich femer, ebenfalls beispielsweise, in einer 
AVagerechtebene ein kreisförmiges Erzeugungsgebiet mit dem, 
Halbmesser S'A'^a. (Figur 46".) Man setze dabei voraus, 
daß im Zentrum desselben ein Verkehrsmittelpunkt sich be- 
finde, etwa eine Ortschaft, welche ihren Bedarf aus jenem 
GeMete bezieht, oder eine Eisenbahn-Haltestelle, nach 
welcher die Erzeugnisse geschafft werden müssen, oder ein 
Wirtschaftshof, von welchem aus jenes Gebiet bewh-tschaiiet 
werden muß. 

Dann wird der Wert w der Flacheneinheit vom Zentrum S' 
nach dem Umfange k hin abnehmen; vielleicht nach dem 



47) w = c„H -j—, 

^ Ci + r ' 

in welchem Co, Ci, Cj und r wieder die bei Nr. 46 angegebene 

Bedeutung haben sollen. 

Nun berechne man den Wert W des kreisförmigen Land- 
teils für die durch Nr. 46 und 47 bezeichneten Fälle. 

Andeutungen zur Lösung. Das kreisringförmige Fläclien- 
elemrait zwischen den Halbmessern r und r -}- dr hat den Inlialt 

48) dF=2nrdr; 
mithin den Wert 

49) dW=(2nrdr)ui. 
Demgemäß ist im ersten der beiden Fälle: 



50) 


W= 2 i.J(c. + etr + c,r^rdr; 


im zweiten: 




61) 


^''"f{'-+c\r)'''-- 


Ans Nr. 60 


folgt: 


62) 


W=-iit(6c. + 4ae, + 3o'<:,)a" 
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Aus Nr. 51 ergibt sich: 
53) W= 2 7r| j a^Co + (a-\-c^l ^^^) Ci\ . 

n. Man löse die im vorhergehenden Abschnitte I behandelte 
Aufgabe auch noch für einige andere Veränderlichkeitsgesetze. 
Zunächst für solche, welche, wie Nr. 46, aussprechen, daß der 
Einheitswert er mit wachsendem r zunimmt; sodann für solche, 
welche, wie Nr. 47, aussagen, daß w bei wachsendem r ab- 
nimmt. 

in. Femer beachte man, daß mit der Berechnung der 
Werte von Vollkreisen auch die von Kreis ringen und 
Kreisausschnitten erledigt ist, weil erstere sich als Unter- 
schiede und letztere sich als Bruchteile von Vollkreisen auf- 
fassen lassen. 

IV. Endlich möge Beachtung finden, daß beliebige 
Flächenausschnitte näherungsweise durch Kreisausschnitte 
ersetzt werden können , z. B. 
der beliebige Ausschnitt OAB^ 
deji die Figur 47 darstellt, 
durch den üjreisausschnitt 
OAiBi), daß also die Werts- 
berechnung beliebig be- 
grenzter Flächen auf die von 
Kreissektoren zurückgeführt 
werden kann, wenn der Ein- 
heitswert eine Funktion des Abstandes (r) von einem festen 
Punkte (0) ist. 

F. 

Teilungen von Flächen, deren Einheitswert veränderlich ist. 

Die in den vorstehenden Abschnitten A bis E abgeleiteten 
Flächenwerts-Formeln können zur strengen oder näherungs- 
weisen Lösung von Teilungsaufgaben benutzt werden. 

Man zeige, wie sich in diesem Sinne die hier unter I bis DI 
folgenden Aufgaben lösen lassen.*) 

I. Der durch die Figur 42 (auf Seite 92) dargestellte 




*) Ferner beachte man die im „Literaturverzeichnis*' genannte 
Arbeit von Wilcke. Sie ist aus der Praxis des Bauwesens 
hervorgegangen und gibt Zahlenbeispiele. 
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rechteckförmige Landteil Q1P1P2Q2 soll durch eine parallel 
zu Qi Q2 liegende Grenzgerade in dem Werteverhältnis m : n, 
z. B. 2 : 3, geteilt werden, und zwar unter der Voraussetzung, 
ä) daß für den Flächeneinheitswert w das Gesetz Nr. 1 

(von Seite 92) gilt, 
ß) daß für ihn das Gesetz Nr. 10 (von Seite 94) Gütig- 
keit hat. 
Die Lage der Grenzlinie ist zu berechnen. 

Andeutung zur Lösung. In dem Falle a kann die 
Gleichung Nr. 6 (von Seite 93) zur Berechnung der Lage der 
Grenzgeraden benutzt werden; in dem FaUe ß die Gleichung 
Nr. 15 (von Seite 94), 

n. Das durch die Figur 44 (Seite 97) angedeutete recht- 
winklige Dreieck P1P2P3 sei durch eine Parallele zu P1JP2 
in vorgeschriebenem Werteverhältnisse (wrw) zu teilen. Man 
berechne die Lage der Teillinie unter der Voraussetzung, daß 
für die Veränderlichkeit des Einheitswertes w das Gesetz Nr. 26 
(Seite 96) gelte. 

Andeutung zur Lösung. Die Gleichung Nr. 41 (von 
Seite 99) kann benutzt werden. 

ni. Die durch die Figur 46® (Seite 101) dargestellte Kreis- 
fläche soll durch eine Kreislinie, welche /S" zum Mittelpunkte 
hat, so geteüt werden, daß der Wert des inneren, vollkreis- 
förmigen Teiles zu dem des äußeren, kreisringförmigen sich 
verhält wie. m : n. Der Halbmesser des inneren Teiles sei zu 
berechnen unter der Voraussetzung, 

a) daß für den Flächeneinheitswert w das Gesetz Nr. 46 
(von Seite 102) gut, 

ß) daß für letzteren das Gesetz Nr. 47 (Seite 102) Giltig- 
keit hat. 

Andeutung zur Lösung. Die Gleichungen Nr. 52, be- 
zügUch Nr. 53 (von Seite 102 und 103) sind zu benutzen. 



§ 15. Anregungen und Anmerkungen, welche banwissenschaftliohe 
Anwendungen einfacher Integrationen betreffen. 

Es sei die Benutzung der unter I bis XI V nachstehenden 
Andeutungen und Literaturangaben empfohlen. Sie wird 



r 
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sehr viele Beispiele für bauwissenschaftliche Anwen- 
dungen der einfachen Integration darbieten; auch soll sie 
die Leser zu eigenen Untersuchungen veranlassen. 

I. 

Näherungsweise Ersetzung einer Funktion f{x) 
durch eine andere Funktion (f (x),*) 

a) Soll eine Funktion einer Veränderlichen, z. B. die Funktion 

1) f(^) = /^ 
näberungsweise durch eine andere, etwa durch 

2) (f(x) = a + ßx, 

innerhalb bestimmter Grenzen, z. B. innerhalb der Grenzen 
x = Xq und x = Xi^ ersetzt werden, so handelt es sich um die 
Gewinnung von n Gleichungen, welche die n Koeffizienten von 
(f(x) bestimmen; in dem genannten Sonderfalle um 2 Gleichungen, 
durch welche die 2 Koeffizienten a und ß bestimmt sind. 

Diese Gleichungen lassen sich gewinnen, wenn man die 
Bedingung stellt, daß die Summe der Quadrate aller 
»Fehler", oder — was auf dasselbe hinaus kommt — daß das 
arithmetische Mittel, Jf, der Quadrate aller „Fehler" 
am kleinsten sein soll.**) Dabei ist unter dem „Fehler", 
welcher F heißen möge, der Unterschied Yonf(x) und (p(x) 
verstanden. Man hat also für den vorstehenden besonderen Fall: 

3) F^^(yx — a — ßx)\ 
Mithin muß 



*i 



-^^J(^—-ß-y 



4) M= = (Vx — a — ßxYdx 



Xo 



zu einem Kleinstbetrage gemacht werden. 

Näheres durch: Fuhrmann, naturwissenschaftliche An- 
wendungen der Integralrechnung, § 7; femer durch: Schlö- 
milch, Übungsbuch zum Studium der höheren Analysis, § 38 
der 4. Auflage. An der letztgenannten Stelle ist z. B. gezeigt, 
daß bei Festhaltung der obigen Bedingung 

5) ^/x=^,-\-^x 



*) Man vergleiche § 21, Abschnitt I, wo dasselbe für mehrere 

unabhängige Veränderliche. 
'*) Siehe das unter ß Folgende. 
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gesetzt werden muß, falls x zwischen und 1 liegt. Ferner 
wird daselbst nachgewiesen, daß 

6) |/r+~^ = 0,93432 + 0,42695 X, wenn 1 > a? > 0, 
und 

7) ^^ = 4 — T^ + Y^^ wenn 0<ä;<1. 

ß) Man kann aber für die näherungsweise Ersetzung von 
f{x) durch (p{x) auch andere Bedingungen stellen, als die 
unter a genannte. So kann man z. B. (was bei der Behandlung 
nur elementare Mathematik fordert) verlangen, daß für n vor- 
geschriebene Werte von x der Fehler der Näherungsformel 
gleich Null sein soU. 

Oder man kann verlangen: Fehlerfreiheit für n— 1 ge- 
gebene Werte von x und dazu Flächengleichheit für die 
beiden Kurven, deren eine die ursprüngliche Funktion f(jc) und 
deren andere ihren Näherungswert (p{x) darstellt. Die letzt- 
genannte BediQgung fordert die Gleichheit der Werte von 
zwei einfachen Integralen. 

Anmerkung. Über die Fehler von Näherungsformeln 
von der Art, wie Nr. 5, 6 und 7, sehe man: Fuhrmann, 
bauwissenschaftliche Anwendungen der Differentialrechnung, 
§28. 



n. 

Graphische Integration.*) 

Das graphische Integrieren (die Graphointegration) 
hat für manche Gebiete, auch für die der Bauwissenschafk, 
erhebliche Wichtigkeit gewonnen. 

Man benutze bezüglich derartiger Integration und ihrer 
Anwendungen die folgende Literatur: 

Abdank-Abakanovicz, die Integraphen u. s. w. 1889. 
(Siehe das „Literaturverzeichnis". — Im Anhange, der 
die Integralkurve und die graphische Integration betrifft, 
befindet sich eine ausfuhrliche Literaturangabe. — Man 
beachte: Jahrbuch über die Fortschritte der 
Mathematik, Jahrgang 1886, Seite 269; auch Jahr- 
gang 1889, Seite 291 und 292.) 



Siehe den Abschnitt H des § 21. 
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Barker, graphical calculus; 1896. (Siehe den im „Lite- 
raturverzeichnis" genannten Krauseschen Vortrag, 
welcher sich hauptsächlich auf die neueste englische 
Literatur über graphische Methoden in der Differential- 
und Litegralrechnung, insbesondere auf das Barkersche 
Werk bezieht.) 

Holst, K. G., graphic Integration. (American Machinist, 
1902, Seite 517—520.) 

Nehls, graphische Integration und ihre Anwendung in der 
graphischen Statik; 1877; 2. Ausgabe 1882. 

, der einfache Balken auf zwei Endstützen; 1885. 

(Zunächst Seite 1—25.) 



in. 

Der „durchschnittliche*, „mittlere" und „wahrscheinliche" 

Fehler von Beobachtungen. 

Man sehe bezüglich dieser Fehler: Fuhrmann, bauwissen- 
schafüiche Anwendungen der Differentialrechnung, § 2, Ab- 
schnitt D, Nr. 10. Femer: Jordan, Handbuch der Vermessungs- 
kunde, Band l, § 90 und 91 der 3. Auflage (wo es sich um 
das Integral 



oo 



8) 
handelt). 



== / xe '*dx 



IV. 

Zielweiten und Höhen bei Benutzung eines Stampferschen 

Nivellierinstrumentes. 

Siehe: Vogler, Lehrbuch der praktischen Geometrie; Teil n, 
Seite 255 und 256. (Es ist hier Gebrauch gemacht von dem 
Satze: Läßt sich die Funktion f(x) näherungsweise ersetzen 
durch 

Co + ^l^ + ^^^ 

ist sie auch näherungsweise durch das Integral 



9) 
rsetzbar.) 



Jz=l(ci + 2e^x)dx 
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V. 

Die „Arbeit" einer Kraft: 

Autenheimer, Elementarbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung; 3. Auflage; § 166 und 167. (Arbeit beim 
Einrammen eines Pfahles, oder beim Einschlagen 
eines Nagels.) 

Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der Inte- 
gralrechnung; § 24 und 25. (Arbeit bei einer durch 
Eigengewicht verursachten Dehnung; desgleichen beim. 
• Zusammendrücken der Luft.) 

Kraft, Sammlung von Problemen der analytischen Mecha- 
nik; Band IE; Seite 214 und 215, Nr. 7. (Arbeit beim. 
Heraufziehen eines Körpers auf einer beliebigen 
Zylinderfläche, deren Erzeugende wagerecht ist.) 

Weyrauch, Arbeit. (Lueger, Lexikon der gesamten 
Technik; Band I, Seite 424—426.) 

VI. 

Elastizität und Festigkeit; 

insbesondere: Belastungslinien, Biegung, Bruch, Deh- 
nung, Druckverteilung, Formänderungsarbeit, Knickung, 
Nullachsen, Spannungen, Stützlinien, Trägheitsmomente, 
Widerstandsmomente, Zerdrückung.*) . 

Folgende Lehrbücher-Literatur, welche von einfachen 
Integrationen Gebrauch macht, sei zunächst zur Benutzung 
empfohlen: 

Autenheimer, Elementarbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung; 3. Auflage; § 202 und 203. (Relative 
Festigkeit eines Trägers, welcher an dem einen Ende 
eingespannt, am anderen belastet ist; Querschnitt des 
Trägers ein Rechteck oder ein Kreis.) 

Bach, Elasticität und Festigkeit; Seite 13 — 15 (Gleichungen 
der Zugelasticität und Zugfestigkeit); Seite 37 
und 38, 51 und 52 (Druckelasticität und Druck- 
festigkeit); Seite 53—57, 78—96 (Biegungsanstren- 
gung und elastische Linie). 



') Man sehe § 21, IV; § 27, II; § 33, III. 
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Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der Inte- 
gralrechnung; §23. (Dehnung eines stabfornügen, 
senkrecht aufgehängten Körpers durch sein Eigengewicht.) 

Gottgetreu, Lehrbuch der Hochbau - Konstruktionen ; 
Theil II, Seite 68 und 69 (Schubspannungen oder 
Tangentialspannungen in Balken); Seite 96 und 97 
(Lage der neutralen Achse eines gebogenen Balkens; 
Nullachse). 

Keck, Vorträge über Elasticitätslehre; Seite 224 — 227 
(Biegung krummer Stäbe). 

, Vorträge über Mechanik; Seite 17 — 27 des IL Theiles 

(Grundgleichungen der Biegungsfestigkeit; Wider- 
standsmomente verschiedener Querschnitte; Veränder- 
lichkeit des Biegungsmomentes). 

V. Ott, Vorträge über Baumechanik; 2. Auflage des 
n. Theiles; § 12 — 14 (Spannungen gebogener Träger); 
§ 32 und 33 (Theorie der Stützlinie für Gewölbe. 
Ableitung der Differentialgleichung 

d?y z 

der Stützlinie. Beziehung zur Belastungslinie.); § 34 
und 35 (Beanspruchung eines an beiden Enden ein- 
gemauerten wagerechten Trägers, bei verschiedenartiger 
Belastung). 

Ritter, Lehrbuch der Ingenieur -Mechanik; 2. Auflage; 
Seite 1 — 13 (Allgemeines über Spannungen und 
Widerstandsmomente); Seite 199—206 (Biegungs- 
spannungen in krummen Balken). 

Uhlich, die Festigkeitslehre und ihre Anwendung; Seite 21 
bis 32 (Biegungsfestigkeit; Lage der neutralen 
Achse; Trägheits- und Widerstandsmomente der 
wichtigsten Querschnittsformen). 

We isbach-Herrmann, Lehrbuch der theoretischen Mecha- 
nik; 5. Auflage. §228—230. (Die Biegungsmomente 
von Balken, deren Querschnittsformen sich auf das 
Rechteck oder das Dreieck zurückführen lassen). § 232. 
(Maß des Biegungsmoments eines Cylinders oder 
Cylinderabschnittes; z. B; eines aus einem kreis- 
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11) 



cyliBdrischen Baumstämme geschnittenen Brettes. Es 
handelt sich hierbei, auf Seite 458, um das Integral 
einer Funktion von der Form 

/•(ö) = |a*cos*ödÖ. 

Auch wird, auf Seite 457, eine Ableitung ohne Be- 
nutzung der Integralrechnung gegeben.) — § 233. (Das 
Maß des Biegungsmomentes für Balken mit gesetz- 
mäßig krummlinigen, z. B. parabolischen Quer- 
schnitten.) — § 373. (Die relative Stoßfestigkeit 
eines wagerecht liegenden prismatischen Bal- 
kens von der Länge Z, welcher an seinen beiden Enden 
unterstützt ist und den Schlag eines niederfallenden 
Körpers aufiiehmen muß. Hier handelt es sich, bei der 
Berechnung des Bewegungsmomentes und der leben- 
digen Kraft des Balkens, darum, die Funktionen 



12) 



fiß) = (: 



6 a;' 



■\--w-)^^ 



und 



13) 



y {x) = [l ^ + -p-J dx 



zwischen und y? zu integrieren.) 

Weyrauch, J., Aufgaben zur Theorie elastischer Körper, 
1885. 

Femer beachte man die folgenden, auf Elastizität und 
Festigkeit sich beziehenden Abhandlungen, welche auch alle 
von einfachen Integrationen Gebrauch machen: 

Bach, C, die Biegungslehre und das Gußeisen. (Zeitschr. 
d. Ver. deutsch. Ingen., 1888, Seite 193—199, 221 
bis 226). 

Barkhausen, Druckvertheilung im rechteckigen Mauer- 
querschnitte. (Zeitschr. d. Arch.- u. Ingen. -Ver. zu 
Hannover, 1883, Seite 469— 482.) 

Bredt, R., Zerknickungsfestigkeit und excentrischer Druck. 
(Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1886, Seite 621 
bis 625.) 

, das Elastizitätsgesetz und seine Anwendung für 

praktische Rechnung. (Ebenda, 1898, Seite 694—699.) 
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Carlin g, W., zur Berechnung der Stein- und Betonbalken. 
(Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 1898, 
Seite 249—253.) 

Chaudy, F., d^termination des prismes d'^gale resistance 
chargfe de bout. (Le g^nie civil, 1893, Band 23, 

Seite 85—86.) 

Durand-Claye, L., memoire sur les proc^dfe d'essai de 
la resistance des pierres, ciments etc. (Ann. d. ponts 
et chauss., 1888, 11, 173—211.) 

Emperger, Fr. v., zur Theorie der verstärkten Beton- 
platte. (Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. Arch,-Ver., 
1897, Seite 351—355.) 

, die Knickfestigkeit in Theorie, Versuch und Praxis. 

(Ebenda, 1897, Seite 661—664, 708—717.) 

Engesser, F., über die Knickfestigkeit gerader Stäbe. 
(Zeitschr. d. Arch.- u. Ingen.-Ver. zu Hannover, 
1889, Seite 455^-462.) 

, über die Berechnung auf Knickfestigkeit beanspruch- 
ter Stäbe aus Schweiß- und Flußeisen. (Zeitschr. d. 
österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 1893, Seite 506— 508.) 

Fränkel, W., das Prinzip der kleinsten Arbeit der inneren 
Kräfte elastischer Systeme und seine Anwendung auf 
die Lösung baustatischer Aufgaben. (Zeitschr. d. 
Arch.- u. Ingen.-Ver. zu Hannover, 1882, Seite 63 
bis 76.)* 

, das Prinzip der kleinsten Deformationsarbeit der 

inneren Kräfte elastischer Systeme. (Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ingen., 1884, Seite 513 — 515.) 

Francke, A., die Lage der Nulllinie der Biegungs 

Spannungen bei Annahme der Bach'schen Formel 

(Bauingenieur-Zeitung, 1902, Seite 131—132.) 

Frye, A. J., the practical column under central or ec- 
centric loads. (Proceedings of the American 
Society of Civil Engineers, 1901, Seite 23—26.) 

Geusen, L., Studie über das Bach'sche Gesetz e = a(f***. 
(Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1898, Seite 463 
bis 466.) 
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Hofmann, die Spannungen in auf Biegung beanspruchten 
Stein- oder Betonplatten. (Deutsche Bauzeitung, 
1897, Seite 638—639.) 

Jasinski, F., noch ein Wort zu den Knickfragen. (S chweiz. 
Bauzeitung, 1895, Band 25, Seite 172— 175.) 

Keck, excentrische Druckbelastung eines cylindrischen 
Mauerkörpers außerhalb des Kernes. (Zeitschr. d. 
Arch.- u. Ingen.-Yer. zu Hannover, 1882, Seite 301 
bis 304.) 

Kirsch, die Theorie der Elastizität und die Bedürfiiisse 
der Festigkeitslehre. (Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ingen., 1898, Seite 797—807.) 

Koenen, M., abgekürztes Verfahren für die analytische 
Behandlung kontinuirlicher Balken. (Centralbl. d. 
Bauverw., 1882, Seite 190—195, 198—200.) 

Kriemler, C. J., die von den Querkräften hervorgerufene 
Deformation der materiellen Querschnitte eines auf Bie- 
gung belasteten geraden rechteckigen Stabes. (Allge- 
meine Bauzeitung, 1896, Seite 41 — 42.) 

Land, R., einfachste Spannungsermittlung der Biegungs- 
festigkeit bei beliebiger Belastung. (Centralbl. d. Bau- 
verw., 1893, Seite 465—467.) 

, einfache Ableitung der Eylerschen Knickformel. 

(Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1896, Seite 99 
bis 101.) 

Latowsky, R., die Biegungselastizität bei Körpern von 
ungleicher Festigkeit. (Ebenda, 1897, Seite 941—943.) 

Mohr, 0., welche Umstände bedingen die Elastizitätsgrenze 
und den Bruch eines Materials? (Ebenda, 1900, Seite 
1524—1530, 1572—1577.) 

Müller-Breslau, H., der Satz von der Abgeleiteten der 
ideellen Formänderungsarbeit. (Zeitschr. d. Arch.- 
u. Ingen. -Ver. zu Hannover, 1884, Seite 211 — 214.) 

, die Sätze von der Formänderungsarbeit und ihre 

Bedeutung für die Festigkeitslehre. (Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ingen., 1884, Seite 577—581.) 

^ zu dem Artikel: ^Uber. die Elastizität der Defor- 



mationsarbeit. (Civilingenieur, 1886, Seite 553 — 558.) 
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Oesterreicher, A. S., die Rey'sche Auffassung der Bie- 
gungsfestigkeit. (Zeitschr. d. Yer. deutsch. Ingen., 
1892, Seite 1111—1112.) 

Ramisch, G., Bestimmung des wirklichen Weges, welchen 
ein Punkt eines belasteten massiven Balkens nach er- 
folgter Biegung desselben zurückgelegt hat. (Dinglers 
Polytechn. Journal, 1901, Seite 330—331.) 

, Beitrag zur Festigkeitslehre. (Ebenda, 1902, Seite 

277—280.) 

Rappaport, S., neuere Methoden der Festigkeitslehre. 
(Schweiz. Bauzeitung, 1902, Seite 220—221, 262 
bis 266.) 

Rosskothen, F., Beitrag zur synthetischen Untersuchung 

der Normalspannungen in geraden Stäben. (Deutsche 

Bauzeitung, 1897, Seite 443—448.) 
, die Berechnung von Querschnittsmomenten und 

Normalspannungen. (Ebenda, 1899, Seite 344 — 345, 

366—371.) 

=, die Randspannungen In Z- Eisen. (Zeitschr. d. 



Ver. deutsch. Ingen., 1900, Seite 1028—1031.) 

Ruttmann, die Festigkeit der Cementrohre. (Süddeutsche 
Bauzeitung, 1896, Seite 192—193.) 

Schulz, B., Beitrag zur Biegungsfestigkeit. (Centralbl. 
d. Bauverw., 1897, Seite 264—265.) 

, zur Frage der Berechnung gekrümmter stabformiger 

Körper. (Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1899, 
Seite 501—502.) 

Thullie, M. R. v., über die Berechnung der Monierplatten. 
(Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 1897, 
Seite 193—197; 1902, Seite 242—244.) 

Vianello, L., graphische Untersuchung der Knickfestigkeit 
gerader Stäbe. (Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 
1898, Seite 1436—1443; 1899, Seite 308.) 

Wehage, H., analytische Untersuchung verbogener Schmied- 
eisenstäbe. (Der Civilingenieur, 1880, Seite 81— 106.) 

Wilcke, Druckkräfte bei Mauerwerk unter Ausschluß von 
Zugspannungen. (Centralbl. d. Bauverw., 1901, 
Seite 162—163.) 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. T. IV. 8 
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YII. 
Holz-, Metall- und Steinkonstruktionen; 

insbesondere: Beton- und Betoneisenbauten, Bogen, 
Bogenträger, Brücken, Dächer, Fachwerke, Gitter- 
werke, Gewölbe, Hängewerke, Kappeln, Monierbauten, 
Sprengewerke, Träger und Tragkonstruktionen, Wider- 
lager.*) 

Man benutze zunächst folgende Literatur: 

Autenrieth, statische Berechnung der Kuppelgewölbe. 
Seite 10 — 15 (Kuppelgewölb e -The ori en von 
Schwedler und Föppl). 

Keck, Vorträge über Elasticitätslehre. Seite 228 — 231. 
(Bogenträger mit zweiKämpfergelenken in gleicher 
Höhe; flacher Parabelbogen.) 

Tetmajer, die Baumechanik. 11. Theil; 1. Hälfte. Seite 112 
bis 115. (Körper gleicher Widerstandsfähigkeit 
gegen Druck. Sachgemäße Fundamentbreiten. Hohe 
Brückenpfeiler für Thalübergänge.) — Seite 147 
bis 151. (Die Walzenlager eiserner Brücken und 
Dachstühle.) 

Femer beachte man die im Folgenden genannten, auf VII 
sich beziehenden Abhandlungen, in welchen einfache Inte- 
grationen benutzt werden: 

Basta, J., Studie über die Elasticität und Festigkeit der 

doppelt gekrümmten Träger. (Allgem. Bauzeitung, 

1898, Seite 27 — 37.) 
Belliard, J.-Al., memoire sur l'encastrement des arcs 

paraboliques et des arcs circulaires. (Ann. d. ponts 

et chauss., 1895, I, 375—421.) 
Boulongne, L. de, et Bedaux, note sur le calcul des 

arcs metaUiques surbaiss6s de section peu variable 

(Ebenda, 1902, I, 135-180.) 
Bräuler, Ziegelstein gewölbe aus verzahnten Ringen. 

(Centralbl. d. Bauverw., 1890, Seite 263—266.) 
Burchard, A., die Knickfestigkeit der Träger. (Ebenda, 

1898, Seite 322—323.) 



*) Siehe § 21, V; § 27, III; § 33, VI. 
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Collignon, Ed., note sur le calcul des ponts m^talliques. 
(Ann. d. ponts et chauss., 1888, 11, 137—172.) 

, note sur la m^thode des deux surcharges continues 

pour le calcul des ponts mitalliques ä poutres droites. 
(Ebenda, 1895, II, 5—76.) 

Ende, M. a., theory of a parabolic arch with three pivots. 
(The Engineer, 1893, Band 75, Seite 307—309.) 

Engesser, Fr., die Sicherung oifener Brücken gegen Aus- 
knicken. (Centralbl. d. Bauverw., 1884, Seite 415 
bis 417.) 

, Nebenspannungen der Fachwerkstäbe bei steifen 

Knotenverbindungen. (Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ingen., 1888, Seite 813—817.) 

-, Beanspruchung des Baugrundes bei den Widerlagern 



von Bogenbrücken. (Centralbl. d. Bauverw., 1900, 
Seite 308—309.) 

Einfluß der Nebenspannungen auf die Durchbiegung 



der Fachwerkträger. (Zeitschr. f. Architektur u. 

Ingenieurwesen, 1900, Seite 534 — 538.) 

— , die zusätzlichen Beanspruchungen durchgehender 



Brückenconstructionen. (Zeitschr. f. Bauwesen, 1894, 

Seite 305—316.) 

— , über Bogenbrücken mit elastischen Pfeilern. (Ebenda, 



1901; Seite 313—351.) 

Fleck, Beanspruchung von Fachwerksträgern durch wage- 
rechte Kräfte in der Trägerebene. (Centralbl. d. Bau- 
verw., 1886, Seite 502— 504. — Man sehe auch: 1887, 
Seite 80.) 

Fränkel, W., Berechnung eiserner Bogenbrücken. (Civil- 

ingenieur, 1867, Seite 57 — 76.) 
, ungünstigste Belastung von Bogenträgem mit zwei 

Gelenken. (Ebenda, 1875, Seite 585—614.) 

Francke, A., kontinuirliche Bogenträger. (Zeitschr. f. 
Architekur u. Ingenieurwesen, 1899, Heftausgabe, 
Seite 589—600.) 

Füller, W. B.*, the groined arch as a covering for reser- 
voirs and sand filters. (Proceedings of the Ameri- 
can Society of Civil Engineers, 1899, Seite 713 

bis 716.) 

8* 
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Gaudard, J., application du systfeme Cantilever aux combles 
metalHques. (Le G^nie Civil, Band 30, Seite 89—92.) 

Geusen, L., einfache Beziehungen zwischen den Momenten 
statisch bestimmter und statisch unbestimmter gerader 
Träger von constantem Trägheitsmoment. (Zeitschr. 
d. österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 1895, Seite 401 
bis 405.) 

, Berechnung der Binder und Ständer eiserner Wand- 
fachwerke. (Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1898, 
Seite 69—76, 88—96; 1900, Seite 625-630, 708—712.) 

Gnuschke, H., Theorie der gewölbten Bögen 

(Zeitschr. f. Bauwesen, 1892, Seite 73—106.) 

Goebel, J., Berechnung kontinuirlicher Träger. (Zeitschr. 
d. Ver. deutsch. Ingen., 1893, Seite 1137—1140.) 

Grubeck, P., Zusatzmomente in einer Hauptträgergurtung, 
hervorgerufen durch einseitigen Anschluß des Windver- 
bandes. CEbenda, 1894, Seite 585—586.) 

Haberkalt, K., der Neubau der Johannes-Brücke in Ischl. 
(Allgem. Bauzeitung, 1899, Seite 21—42.) 

Hase 1er, E., Berechnung eines I-formigen Trägers auf 
Verdrehung und Biegung. (Centralbl. d. Bauverw., 

1895, Seite 233—234.) 

, Berechnung der auf Verdrehung beanspruchten 

Brückenquerträger. (Zeitschr. d.Ver. deutsch. Ingen., 

1896, Seite 761—765.) 

Hermanek, J., Einfluß geneigter Nivelletten auf symme- 
trische Gewölbe. (Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. 
Arch.-Ver., 1897, Seite 565-567.) 

-, Einfluß von Temperaturschwankungen auf Gewölbe. 

(Ebenda, 1897, Seite 419.) 

Hoech, Th., Auslegerträger mit Mittelstoß. (Centralbl. 
d. Bauverw., 1897, Seite 113—115, 486—487.) 

Hofmann, J., Berechnung des zweigelenkigen Bogens. 
(Ebenda, 1885, Seite 463—464.) " 

Hulewicz, M., resistanee au glissement longitudinal dans 
les poutres en töle. (Nouv. Ann. de la construct.), 
1892, 84—88.) 
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Koechlin, M., arc parabolique supportant iine Charge 
imiform^ment röpartie sur toute sa longneur et suivaüt 
rhorizontale. (Schweiz. Bauzeitung, 1887, I, Seite 
63—64.) 

Koenen, M., Grundzüge für die statische Berechnung der 
Beton- und Betoneisenbauten. (Centralbl. d.Bauverw., 
1902, Seite 229—234.) 

Kriemler, J., eine Anwendung der Formeln für die Neben- 
spannungen der Fachwerksstäbe. (Allgem. Bauzeitung, 
1894, Seite 37—40.) 

Krohn, R., die neue Ferdinands -Brücke über die Mur in 
Graz. (Zeitschr. d. Yer. deutsch. Ingen., 1883, 
Seite 559-565.) 

Eulka, S., die Berechnung großer gewölbter Brücken. 
(Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 1894, 
Seite 365—369, 377—381.) 

Labes, J., über Berührungskipplager mit doppelter Krüm- 
mung. (Centralbl. d. Bauverw., 1889, Seite 339—342.) 

, die Durchbiegung gleichmäßig belasteter Parabel- 
träger. (Ebenda, 1892, Seite 399—400.) 

Landsberg, Berechnung freitragender Wellblechdächer. 
(Zeitschr. f. Bauwesen, 1891, Seite 381—396.) 

, Beitrag zur Theorie der Gewölbe. (Zeitschr. d. 

Ver. deutsch. Ingen., 1901, Seite 1765-1772.) 

L6vy, M., note sur Tinfluence d'un inegal echauffement 
des deux semeUes d'une poutre ä appuis surabondants. 
(Le G6nie Civil, 1895, Band 27, Seite 349—350.) 

Marloh, eiserne Dachbinder und Dachbinder mit Holz- 
streben und eisernem Spannwerk. (Zeitschr. f. Bau- 
wesen, 1892, Seite 565—576.) 

Martain-Coülomb et Darifes, construction d'un nouveau 
r^servoir d'eau ä Paris (Charonne). (Nouv. Ann. de 
la construct., 1898, 193—301, 217—224.) 

Melan, J., Berechnung der Führungsgerüste von Gas- 
behältern. (Zeitschr. f. Bauwesen, 1892, Seite 417 
bis 456.) 

Mensch, L., the design of columns för sheds exposed to 

wind (Engineering News, Vol. XLIII, 1900, 

Seite 79—80 und 211.) 
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Metcalf, L., the groined arch as a covering for reservoirs 
and sand filters. (Proceedings of the American 
Society of Civil Engineers, 1899, Seite 290—312.) 

Morsch, Nebenspannungen in Brückengewölben mit drei 
Gelenken. (Zeitschr. f. Architektur u. Ingenieur- 
wesen, 1900, Seite 194—202.) 

Mohr, Beitrag zur Theorie der elastischen Bogenträger. 
(Zeitschr. d. Arch.- u. Ingen. -Ver. zu Hannover, 
1870, Seite 389—404.) 

, Beitrag zur Theorie der Holz- und Eisen-Construc- 

tionen. (Ebenda, 1870, Seite 41—63; 1877, Seite 51 
bis 62.) 

, Beitrag zur Theorie des Fachwerks. (Ebenda, 



1875, Seite 18—38.) 

Müller-Breslau, H., Vereinfachung der Theorie der sta- 
tisch unbestimmten Bogenträger. (Ebenda, 1884, Seite 
575—640.) 

, Elasticitätstheorie der nach der Stützlinie geformten 

Tonnengewölbe. (Zeitschr. f. Bauwesen, 1886, Seite 
273—304.) 

, einige Aufgaben der Statik, welche auf Gleichungen 



der Clapeyron'schen Art fuhren. (Ebenda, 1891, Seite 
103—128.) 

, über Langersche Brückenträger. (Centralbl. d. 



Bauverw., 1891, Seite 349—353.) 

, die Berechnung statisch unbestimmter Ausleger- 



brücken. (Ebenda, 1897, Seite 501—504, 513 — 515.) 
— , Beitrag zur Theorie der Kuppel- und Turmdächer 



(Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1898, Seite 1205 
bis 1213, 1233—1241.) 

, die Berechnung achtseitiger Turmpyramiden. 



(Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1899, Seite 1126 
bis 1134.) 

P aller, Ermittelung größter Momente für Bogenbinder. 
(Organ f. d. Fortschritte d. Eisenbahnwesens, 
1897, Seite 101—103.) 
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Bamisch, G., Ableitung eines zweifach statisch unbe- 
stimmten Bogenträgers aus einem dreifach statisch un- 
bestimmten. (Dingler' s Polytechn. Journ., 1901, 
Seite 725—728.) 

, kinematische Untersuchung eines belasteten ebenen 

Stabzuges. (Ebenda, 1901, Seite 533—536.) 

, kinematische Untersuchung eines kreisförmigen 



Bogenträgers mit Kämpfergelenken .... (Ebenda, 1901, 
Seite 597—599.) 

, kinematische Untersuchung des doppelten Hänge- 



werks. (Ebenda, 1901, Seite 213—218.) 

kinematische Untersuchungen eines doppelten 



Sprengewerks. (Verhandl. d. Ver. z. Beförderung 
d. Gewerbfleißes, 1902, Seite 35—47.) 

, Untersuchung eines einerseits eingespannten und 



andererseits mit festem Auflagergelenk versehenen halb- 
kreisförmigen elastischen Bogens. (Dingler's Poly- 
techn. Journ., 1902, Band 317, Seite 581 — 584.) 

, Untersuchung eines Balkens auf beliebig vielen 



Stützen. (Ebenda, 1902, Seite 517—521.) 

— , Beitrag zur Theorie des Bogens mit zwei festen 



Kämpfergelenken. (Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. 
Arch.-Ver., 1902, Seite 458—459.) 

, kinematische Untersuchung eines halbkreisförmigen 



Bogenträgers (Ebenda, 1902, Seite 816—820.) 

— , Untersuchung der End Versteifung einer Balken- 



brücke. (Dingler's Polytechn. Journ., 1902, Seite 
682—684.) 

R6sal et Alby, notes sur la construction du . Pont 
Alexandre III. (Ann. d. ponts et chauss., 1898, IV, 
59—144.) 

Röthlisberger, J., calcul de la pouss^e de l'arc ^lastique 
k deux pivots. (Schweiz. Bauzeitung, 1887, I, 73 
bis 75.) 

Rosshändler, J., Anwendungen und Theorie der Beton- 
eisen-Konstruktionen. (Ebenda, 1900, H, Seite 129—133.) 
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Rossi, L. V., travature in ferro ed in legno. (Annali 
della societä degli ingegneri e degli architetti 
Italiani, 1898, parte ü, 421—440; 1899, parte n, 
43—52, 97—115.) 

• , sulla freccia d'' inflessione nelle travi metalliche 

rettilinee su due appoggi .... (Ebenda, 1900, Seite 
153—181.) 

Schmidt, J., theoretische Betrachtung über einen halb- 
kreisförmigen in Scharnieren gelagerten Bogenbinder. 
(Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1892, Seite 511 
bis 516, 595—600.) 

Schneider, A., zusammengesetzte Träger. (Zeitschr. d. 
österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 1899, Seite 649—653, 
672—676, 688—693.) 

Schulz, B., Auslegerträger mit Mittelstoß. (Centralbl. d. 
Bauverw., 1897, Seite 210—211; 1898, Seite 121—123.) 

, über die Berechnung mehrfach statisch unbestimmter 

Systeme. (Zeitschr. f. Architektur u. Ingenieur- 
wesen, 1898, Seite 58—70, 158—174.) 

Souleyre, memoire sur les arcs articulös et les arcs en- 
caströs. (Ann. d. ponts et chauss., 1895, I, 618—657.) 

-, note sur l'emploi de quatre types d'arcs dans les 

ponts, viaducs et fermes . m^talliques de grande portee. 
(Ebenda, 1896, I, 600—662.) 

Speer, 0., Beitrag zur Berechnung von steifen Querrahmen. 
(Zeitschr. f. Architektur u. Ingenieurwesen, 1901, 
Seite 185—191.) 

Stark, F., Beitrag zur Theorie statisch unbestimmter Bogen- 
träger. (Techn. Blätter, 1900, IV, Seite 103—126.) 

, zur graphischen Statik der Bogenträger. (Zeitschr. 

d. österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 1902, Seite 221 
bis 222.) 

Stöckl, C, die eiserne Bogenbrücke über die Döblinger 
Hauptstraße (Ebenda, 1897, Seite 405—409.) 

Szlapka, H., a new formula for so locating two plate 
girders relative to a curve as to bring equal loads to 
each. (Engineering News, 1897, Band 37, Seite 139.) 
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Tavernier, H., reconstruction des ponts Morand et La- 
fayette sur le Rhone, k Lyon. (Ann. d. ponta et 
chauss., 1893, ü, 349—563.) 

Thullie, M. R. v., Berechnung der gerippten Betoneisen- 
träger, System Hennebique. (Zeitschr. d. österr. 
Ingen.- u. Arch.-Ver., 1899, Seite 539—543.) 

, Berechnung der Betoneisenträger mit oberen Rippen. 

(Ebenda, 1900, Seite 133—188.) 

Tourtay, note sur le calcul de la poussde des voütes. 
(Ann. d. ponts et chauss., 1897, 11, 334—341.) 

, möthode de calcul rapide des voütes et de leurs 

cul^es. (Nouv. Ann. de la construct., 1902, Seite 
135—144.) 

Undeutsch, über die Stabilität und Festigkeit von cylin- 
drischen Bassinwänden. (Civilingenieur, 1877, Seite 
289—318.) 

Vianello, L., die Doppelkonsole. (Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ingen., 1897, Seite 1275—1279.) 

Weyrauch, Berechnung der neuen Bogenbrücke über den 

Neckar (Allgem. Bauzeitung, 1895, Seite 

49—51, 57—64, 72—79, 85—102.) 

Winkler, E., Beitrag zur Theorie der Bogenträger. 
(Zeitschr. d. Arch.- u. Ingen. -Ver. zu Hannover, 
1879, Seite 199—218.) 

Zimmermann, H., über Eisenconstructionen und Walz- 
profile. (Centralbl. d. Bauverw., 1881, Seite 239 bis 
240, 248-250, 256—267.) 

Zschetzsche, A., Berechnung dynamisch beanspruchter 
Tragkonstruktionen. (Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ingen., 1894, Seite 134—140.) 



vm. 

Beiträge zur Theorie der Schornsteine. 

Zunächst benutze man, einfache Integrationen anlangend, 
die Seiten 7—22 und 28—30 des Werkes „Pietzsch, der Fabrik- 
schomstein, 1896". Sie beziehen sich auf die Saugwirkung, 
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auf den Winddruck und auf den Luftwiderstand. Dabei 
konunen die Integrale 



n 



14) 
und 

15) 



J= l cos^ (pd(p 

o 

J= I cos^ y sin y dq) 



zur Anwendung. 

Sodann mache man Gebrauch von den Abhandlungen: 

Hacker, Einiges über Spannungen in Fabrikschornsteinen. 
(Zeitschr. f. Architektur u. Ingenieurwesen, 1902, 
Seite 162—167.) 

Kriemler, J., Ch., die Umlegung eines Kamins. (Schweiz. 
Bauzeitung, 1900, 11, Seite 249 - 250.) 

Preuß, M., Beitrag zur statischen Untersuchung von Schorn- 
steinen. (Zeitschr. f. Architektur u. Ingenieur- 
wesen, 1902, S. 295—300.) 

Wiebe, H., über die Bestimmung der Schomsteinhöhe 

(Zeitschr. f. Bauwesen, 1880, Seite 47— 64.) 

IX. 

Dämme, Erddruck, Sperrmauern, Spundwände, Stauhöhen, 
Staumauern, Stützmauern, Talsperren, Ufermauern, Wehre.*) 

Man benutze zunächst folgende Literatur: 

Keck, Vorträge über Elasticitäts- Lehre. Seite 281 (Erd- 
druck gegen eine lothrechte Ebene). — Seite 291 
bis 293 (Druck eines überhöhten Erdkörpers gegen 
eine Stützmauer). 

Lueger, die Wasserversorgung der Städte. Seite 324 — 331 
(Staumauern-Berechnung für Thalsperren). 

V. Ott, Vorträge über Baumechanik; I. Theil, 2. Auflage, 
Seite 24 und 25, 27, 28 und 50 (Angriffspunkt des 
Erddrucks). — Seite 55 (Druckvertheilung in Stütz- 
mauern). 



Siehe §27, IV. 
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Ritter, Lehrbuch der Ingenieur- Mechanik; 2. Auflage. 
§ 102 (Angriffspunkt des Erddrucks). — § 105 
(Einfluß der Cohäsion auf die Lage des Angriffspunktes.) 

Weisbach-Herrmann, die Statik der Bauwerke; 5. Auf- 
lage. Seite 31 (Moment des Erddrucks auf eine senk- 
rechte Wand). 

— , die Mechanik der Umtriebsmaschinen; 5. Auflage. 

Seite 141 und 142, Anmerkung 1. (Die Wassermenge, 
welche ein Wehr anstaut.) 

Ferner beachte man die im Nachstehenden genannten Ab- 
handlungen: 

Bachmann, Vertlieilung der Spannungen in bogenförmigen 
Sperrmauern. (Centralbl. d. Bauverw., 1899, Seite 10 
bis 11.) 

Barbet, note sur les conditions de resistance des barrages 
de röservoirs en ma^onnerie. (Ann. d. ponts et chauss., 
1899, I, 22-56.) 

Gatani, R , muri di sostegno e di resistenza dell' acqua. 
(Annali della societä degli ingegneri e degli 
architetti Italiani, 1899, parte ü, 77 — 95.) 

Dillmann, G. L., a proposed new type of masonry dam. 
(Proceedings of the American Society of Civil 
Engineers, 1902, Seite 328— 336.) 

Frey tag, L., Beitrag zur Bestimmung der Stauhöhen. 
(Deutsche Bauzeitung, 1891, Seite 380—383, 386 
bis 387.) 

Herzka, L., eine Studie über Stau-Mauern. (Zeitschr. d. 
österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 1895, Seite 292—294.) 

Hörn, A. v., über die zweckmäßigste Form und Richtung 
von Hafendämmen an offener Seeküste. (Deutsche 
Bauzeitung, 1892, Seite 470—472.) 

Maconchy, G. C, earth-pressures on retaining walls. 
(Engineering, 1898, LXVI, Seite 256-257, 484—485, 
641-643.) 

Pelletrau, memoire sur les profils des barrages en ma- 
9onnerie. (Ann. d. ponts et chauss., 1897,1, 90—192.) 
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Harnisch, G., Bestimmung der Eingrabungstiefe einer 
Spundwand. (Dinglers Polytechn. Journ., 1901, 
Seite 744—745.) 

Ruffieux, R., 6tude sur la r^sistance des barrages en 
ma^onnerie. (Ann. d. ponts et chauss., 1901, I, 
197-.234.) 

Schulz, B., Beitrag zur Theorie des Erddrucks. (Zeitschr. 
f. Architektur u. Ingenieurwesen, 1897, Heftausgabe, 
Seite 625—644.) 

Werenskiold, N., on the flow of water over weirs with 
rounded creots. (Engineering news, 1895, Band 33, 
Seite 75—76.) 

X. 

Wasserdruck auf Wände; Mittelpunkt desselben.*) 

Der unendlich kleine Druck dP, welchen das Element 
der betreffenden Gefaßwand erfahrt, ist bekanntlich gleich dem 
Gewichte der über ihm stehenden Flüssigkeitssäule, also leicht 
angebbar. 

Läßt sich die Form des Elementes so wählen, daß der 
Wert des Flächeninhalts nur einen unendlich kleinen Faktor 
enthält, so ergibt sich der Druck P durch eine einfache 
Integration; bei zwei unendlich kleinen Faktoren durch eine 
doppelte.*) Die Integrationsgrenzen folgen aus der Ge- 
stalt der gedrückten Fläche. 

Die Koordinaten des „Druckmittelpunktes^^ergeben sich, 
wenn man beachtet, daß (bezogen auf zwei sachgemäß gelegte 
Achsen) die statischen Momente von P gleich sein müssen den 
Summen der statischen Momente der Differentiale von P (wobei 
diese Summen wieder einfache oder doppelte Integrale sind). 

Bezüglich des Näheren sei auf folgende Literatur ver- 
wiesen: 

Autenheimer, Elementarbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung; 3. Auflage; § 215 und 216 (Wasserdruck 
auf eine vertikale rechteckige oder dreieckige Wand). 

Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der Inte- 
gralrechnung; § 26 (Druck tropfbarer Flüssigkeiten im 



Man sehe § 21, Abschnitt VT. 
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allgemeinen; desgleichen auf ebene Gefäßwände; Beispiel: 
dreieckige Wand). 

Lueger, die Wasserversorgung der Städte; § 6 (Allge- 
meines über den Wasserdruck gegen Gefaßwände; 
Pressung des Wassers gegen ein geneigtes Rechteck, 
gegen ein Trapez und gegen eine Ellipse; desgleichen 
gegen eine kreiscylindrische Wand). 

Ritter, Lehrbuch der Ingenieur -Mechanik; 2. Auflage, 
§ 157 (Wasserdruck gegen ebene Flächen von der 
Form eines Rechtecks oder Dreiecks). 



XI. 

Abfluß des Wassers aus Öffnungen von Gefäßen.*) 

Befindet sich das Flächenelement der betreffenden ÖflPhung 
unter der Druckhöhe x und hat es den Inhalt dF^ so fließt 
durch dasselbe in der Sekunde (rein theoretisch genommen) 
die Wassermenge 

16) dM=^]/¥gxdF, 
weil letztere die Geschwindigkeit 

17) v = ]/¥gx 

hat. Aus Nr. 16 folgt M durch sachgemäße Integration. (Man 
sehe den Anfang des vorstehenden Abschnittes X.) 

Näheres durch: 

Autenheimer, Elementarbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung; 3. Auflage, § 221 — 223. (Ausfluß durch 
eine rechteckige, trapezförmige oder kreisrunde 
Seitenwandöffnung bei unveränderlicher Druckhöhe.) 

Keck, Vorträge über Mechanik; 11. Teil, Seite 227—259. 
(Ideelle und wirkliche Ausflußmenge für Boden- 
öffnungen oder Seitenwandöffnungen von Gefäßen; 
Form der Seitenwandöf&iung beispielsweise ein Recht- 
eck [Überfälle, Schützenöffnungen von Gerinnen] 
oder ein Trapez. Druckhöhe bei derartigem Ausfließen 
entweder konstant oder veränderlich; Abfluß mit oder 



*) Das Wort „Gefäße ist hier und im Folgenden ganz allgemein 
zu nehmen, sodaß darunter beispielsweise auch ein Graben, 
eine Schleuse, eia Teich u. s. w. verstanden sein kann. — 
Man beachte § 27, Abschnitt Y. 
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ohne Zufluß; Wasseruhren; Gefäßform für gleich- 
mäßige Senkung des Wasserspiegels; Ausgleichung des 
Wassers in Schleusenkammern.) 

Petroff, neue Theorie der Reibung. Seite 39 und 40, 
75 und 76. (Reibungsgesetze für Flüssigkeiten.) 

Ritter, Lehrbuch der Ingenieur -Mechanik; 2. Auflage, 
§ 163 - 165. (Theoretische Ausflußmenge und Ausfluß- 
zeit; Beispiele: rechteckige und dreieckige Seiten- 
wandöffnungen ; Bodenöffnungen in paraboloidischen 
und kegelförmigen Gefäßen.) 

Weisbacli-Herrmann, Lehrbuch der theoretischen Mecha- 
nik; 5. Auflage, § 428—430, auch 477, 481 und 482. 
(Abfluß aus rechteckigen, dreieckigen, trapezförmigen, 
kreisrunden und elliptischen Seitenwandöffnungen; 
Drnckhöhe konstant oder veränderlich; Füllen und 
Leeren von Schleusen; Behandlung meist elementar, 
ohne Integralrechnung; auch Zahlenbeispiele.) 

xn. 

Wasserbewegung im allgemeinen. Wasserleitung und Wasser- 
versorgung. Wasserbau. Allgemeine Gewässerkunde.*) 

Man benutze folgende Literatur, welche von einfachen Inte- 
grationen Gebrauch macht: 

Debauve, A., notice sur la distribution d'eau de la ville 
de Pithiviers. (Ann. d. ponts et chauss., 1893, I, 
749—773.) 

Forchheimer, P., über Rohrnetze. (Zeitschr. d. Ver. 
deutsch, Ingen., 1890, Seite 679—681.) 

, die Wasserversorgung von Yokohama und Tokio. 

(Ebenda, 1893, Seite 216—219.) 

Gravelius, H., über Verdunstung. (Zeitschr. f. Ge- 
wässerkunde, 1899, Seite 248—252.) 

, Wassermengenmessung in Ungarn. (Ebenda, 1900, 

Seite 307—312.) 

, die mittlere Abflußmenge. (Ebenda, 1900, Seite 



212—219.) 



Siehe § 27, VII-IX; § 33, A^H. 
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Gröger, J., Trogschleusen auf geneigten Fahrbahnen . . . . 
(Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 1901, 
Seite 725—736, 745—756.) 

Jasmund, R., die Einwirkung der Flußsohle auf die Ge- 
schwindigkeit des fließenden Wassers. (Zeitschr. f. 
Bauwesen, 1893, Seite 121—154.) 

Kreuter, F., Anwendung der Du Boys'schen Theorie der 
Geschiebefuhrung auf die Bestimmung des Normalprofiles 
der Flüsse. (Süddeutsche Bauzeitung, 1897, Seite 
21—23, 32—33, 41—43.) 

Löwenstein, F., Wasserleitung mit constantem Druck- 
verluste. (Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 
1897, Seite 485.) 

Maschke, R., über die Abflußmengen bei vollkommenen 

ÜberfaUwehren (Centra!bl. d. Bauverw., 1892, 

Seite 175—176.) 

Pollak, J., die See -Retentionen. (Zeitschr. d. österr. 
Ingen.- u. Arch.-Ver., 1895, Seite 593—597.) 

Ringel, A., über Äie Messung der Wassergeschwindigkeit 

in größeren Flüssen (Civilingenieur, 1885, 

Seite 357-376.) 



xm. 

Volkswirtschaftliches. 
Eisenbahnbetrieb und Eisenbahnbau.*) 

a) Der Ertragswert von Bauanlagen. Siehe: Hand- 
buch der Baukunde; Abtheilung I, Band 1, Seite 72 — 74. — 
Femer die im „Literaturverzeichnis^ genannte Forchheimersche 
„Studie über Rentabilität". 

b) Theorie der Tarifbildung der Eisenbahnen. Man 
benutze die diesen Gegenstand behandelnde, im ^Literatur- 
verzeichnis'' angeführte Schrift von Launhardt, welche die 
zwei Hauptfalle: „Tarifbildung nach gemeinwirtschaftlichem 
Grundsatz" und „Tarifbildung nach privat wirtschaftlichem 
Grundsatz" unterscheidet. 

Die Anwendung einfacher Integrationen kommt in dieser 



*) Vergleiche § 27, XI; § 33, VIII. 
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Schrilt besonders für die Seiten 6—10, 14—21, 35—38, 43—55, 
60—64 und 70—81 in Betracht. 

c) Der zweckmäßigste Abstand der Eisenbahn- 
stationen: Launhardt, Theorie des Trassirens, Heft ü, §28, 
d.i. Seite 170—180. Es handelt sich hier um Integrale von 
Funktionen wie z. B. 

und 

d) Andere wirtschaftliche Fragen des Eisenbahn- 
wesens; besonders: die Rentabilität der Eisenbahnen, die 
zweckmäßigste Dichtigkeit des Eisenbahnnetzes, die 
Bauwürdigkeit projektierter Bahnen. Man sehe hierüber die 
im „Literaturverzeichnis" genannten hierauf sich beziehenden 
Abhandlungen von W. Launhardt und J. Lehr. — Femer: 
Launhardt, Theorie des Trassirens, Heft I, 2. Auflage (vom 
Jahre 1887), § 13 (Frachtsätze). 

e) Beiträge zur Theorie des Baues der Eisenbahnen: 

Engesser, F., zur Berechnung des Eisenbahn-Oberbaues. 
(Organ f. d. Fortschritte d. Eisenbahnwesens, 
1888, Seite 99—107, 147—153.) 

Holbrook, K, spiral curves. (Engineering News, 
1901, Band 45, Seite 429—430.) 

Reissner, H., Fahrbahnüberhöhung. (Centralbl. d. Bau- 
verw., 1899, Seite 547—548.) 

XIV. 
Schlußbemerkungen zum Kapitel 1. 

Man beachte endlich die nachstehenden vermischten 
Arbeiten, welche sich ebenfalls (wie die vorher genannten) auf 
bauwissenschaftliche Anwendungen der einfachen In- 
tegration beziehen: 

Kohfahl, R., Winddruck. (Zeitschr. d, Ver. deutsch. 
Ingen., 1900, Seite 1021—1028.) 

Landsberg, Th., Winddruck auf Kuppeln. (Centralbl. 
d. Baüverw., 1898, Seite 297—299.) 
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Melan, Winddruck auf ßaukonstruktionen. (Lueger, Lexi- 
kon der gesamten Technik, Band 7, Seite 934 bis 
935.) 

Ritschel, H. 0., Dampfleitung. (Gesundheits-Ingen., 
1902, Seite 221—226.) 

Ulbricht, R., Gefahrdung von Metallrohrleitungen durch 
elektrische Bahnen. (Elektrotechn. Zeitschr., 1902, 
Seite 212—215.) 

Wiep recht, Berechnung von Rohren und Kanälen für 
Heizungsanlagen. (Zeitschr. f. Heizungs-, Lüftungs- 
u. Wasserleitungstechnik, IV. Jahrgang, 1899/1900, 
Seite 257—260, 329-^332.) 



■v^ 



f 



Fuhrmann, Anwendungen d. Inflniteaiinalrechnung. T. IV. 



X 



Kapitel 11. 

MEHRFACHE INTEGRATIONEN. 



§ 16. Einleitendes. 
A. 

Berechnung einiger Integralwerte. 
Es sollen zunächst die Werte der mehrfachen Integrale 



1) Ji = / / x^dxdy. 



o o 



3) Jg = / / / x^ dx dy dz 



o o 



berechnet werden. (Man vergleiche: Fuhrmann, naturwissen- 
schaftliche Anwendungen der Integralrechnung, § 28, Abschnitt 
A, B und C.) 

Lösung. I. Bei Nr. 1 gibt die Durchführung der ersten 
(auf die Veränderliche y sich beziehenden) Integration: 



4) Ji = 6 fx^ (l - |-) dx. 



9 

Mit der Durchführung der zweiten (auf x bezüglichen) Inte- 
gration gelangt man zu dem Werte 

5) Ji = ~a^b. 
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II. Für die Berechoung des Doppeliategrales Jj empfiehlt 
es sich, die zunächst vorliegenden Kreisgrenzen in kon- 
stante Grenzen zu verwandeln mittels der Substitutionen 

fi) a; = r cos fl 

und 

7) y ^ '■ siti Ö, 

was, geometrisch aufgefaßt, dem Übei^uge von rechtwink- 
ligen Koordinaten zu Polarkoordinaten entspricht. 
Bei Benutzung von Nr. 6 und 7 geht Nr. 2 über in: 

wofür man besser 

sclireibt. Da nun 

10) f cos^ede = l f(l + cos 26) de = 1(0+1 sin 2«) 
und 

11) fsiji^edd = ~ f{l — cos2ff)d$= l (»— l-siu 2fl) 
ist, so hat man: ' 



Dies eingeflihrt in Nr. 9 gibt: 



aiso 

III. Bei dem dreifachen Integrale J^ (siehe die Gleichung 
Nr. 3) gibt die Durchfuhrung der ersten (auf s bezüglichen) 
Integration; 
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15) .r, = / lc{l-^-'f)x'dxdp: 

besser geschripben ; 

,6) J, = ./.T=,J«/(l-f-|)ij,. 

Die Durchführung der zweiten lutegratiou führt auf: 

17) ,73 = |6c / (l— — J x'^dx; 

die <liär dritten gibt: 

18) Jg = ^a'hc. 



Eruiittelung von Integralwerten durch geometrische 
Deutung.') 



Man ermittele den Wert des Doppehntegrales 

Indem man dasselbe, die Veränderlichen x und y als recht- 
winlvligtt Koordinaten auffassend, als den Rauminhalt eines 
Körpers ansieht, welcher aus unendlicli vielen stabförimgen 
Elementen zusammengesetzt ist, 

Losung. Die Integrationsgrenzen, nämlich 

und — (a — x) für y, 

„ a für a;, 
lehren, daß ein rechtwinkliges Dreieck OAB (Figur 48 auf 
Seite 133) mit den Kathetenlängen 



■) Vei^eiche g 1, Abschnitt B; femer: Fuhrmann, naturwissen- 
schaftliche Auwendun^n der Integralrechnung, g .iS, Ab- 
schnitt D. " ' ■ 
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die Grundfläche des betreffenden Körpers bildet. 

Fig. 48. 




rr^^-^X 



20) 



Femer läßt die Funktion 



e = c\l 



c 



hn ^ J 



ac bc 

erkennen, daß die Deckfläche eine Ebene ist, welche auf der 
X-Achse die Strecke 

ac 



21) 



0A^ = 



Cx 



auf der IT- Achse die Strecke 



22) 



0B^ = 



bc 



C — Ci 

auf der Z- Achse die Strecke 

23) OC=c 

abschneidet. 

Da sich dann 

AD = Ci, BE=C2 

ergibt,*) so stellt das Doppelintegral Nr. 19 den Rauminhalt des 



*) Man hat: 



^/) = «,=,.y = . und BE = z 



X = 0, if=:b^ 



daher, gemäß Nr. 20: 



i 
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hjefabgeschnlttenen dreiseitigen Prismas OÄBCDE 
dar. Folglich ist, nach einem sehr bekannten Satze der Eie- 
rn entai^eometrie : 

24) yi = |flft .-3(c + Ci + Cs) = |ai(c + c, + Ci,) 
iler gesuchte Integralwert. 

Anmerkung. Man unterlasse nicht, den Wert des DopiTel- 
integrals Nr. 19 auch rechnerisch herzuleiuiu. Es gibt dies zu- 
nächst, nämhch bei der Durchführung der aiuf y sich beziehenden 
Integration: 



25 


also, weiter behandelt: 


a-i)- 


A£l 


'iri('-> 


}..: 


20 


"-T/i-t^-- 


-=, + 0, 


i + - 


-■''+'■' ^. 


..: 



hiermit aber, nach nochmal^er Integration und gehörigem 
sammenziehen, die Gleichung Nr. 34, 



n. 

Es möge nun der Wert des dreifachen Integrals 



27) ^'^ff f^xdyds 



angegeben werden, indem man dasselbe, die Veränderlichen x, 
ij und z als rechtwinklige Koordinaten ansehend, als den Raum- 
inhalt eines Körpers auffaßt, welcher aus nnendlich vielen bau- 
stcinförraigen (parallelepipedischen) Elementen von den Kanten- 
längen dx, dy und dz zusammengesetzt ist. 

Lösung. Das Volumen eines derartigen Elements hat den 
Wirt dxdydz. 

Die in Nr. 27 vorliegenden Integrationsgrenzen, nämlich 

und ya^ — x^ — y'^ für 2. 

„ t/ü^ — y"^ für y, 

„ a für 0.', 



J 
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sagen, daß die Summierung der Elemente sich über einen Kugel- 
oktanten, beschrieben mit dem Halbmesser a, erstreckt. Dem- 
zufolge hat man: 

28) V2 = 1 7ta^ 

als den verlangten Wert des dreifachen Integrals Nr. 27. 

C. 
Rauminhalts-Berechnungen. 

L 

Ein kreiszylindrischer Raum, dessen vierten Teil 
OABDEF (Figur 49) darstellt^ ist durch ein Umdrehungs- 




ellipsoid überwölbt. Der Mittelpunkt des letzteren liegt in 0; 
die Halbachsen sind 0A\^ 0B\ und 0(7; sie haben die Längen 
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Der Halbmesser des Grundrisses des überwölbten kreiszylin- 
drischen Raumes hat die Länge 

OA=OB = k 
Es sind also die Strecken a, c und k gegeben.*) 
Man soll den Rauminhalt 

V=OABGEF, 
ausgedrückt durch a, c und i, mittels einer Doppelintegration 
berechnen, indem man ihn aus unendlich vielen, unendlich dünnen 
stabformigen Elementen zusammensetzt. 

Lösung. Wird das in .der Figur 49 angegebene recht- 
winklige Koordinatensystem benutzt und 

OL = x, LM=y, MP=z 

gesetzt, so hat das bei M befindliche Flächenelement des Grund- 
risses den Inhalt dxdy; femer hat das daselbst stehende stab- 
förmige Raumelement das Volumen jg dx dy. Daher ist, was die 
Figur 49 sofort erkennen läßt, 

29) V=i hdxdy, 

o ' o 

also, wegen der Gleichung des Umdrehungsellipsoids, welches 
die Überwölbung bildet: 



30) 



y=j feil- ^^^ dxdy. 



o 



Rechtwinklige Koordinaten zu benutzen, ist aber hier un- 
geschickt, weil sie für die Form des vorliegenden Raumes nicht 
naturgemäß sind. Verwendet man, was viel sachgemäßer ist, 
für den allgemeinen Grundrißpunkt M die Polarkoordinaten 

OM=n Z.LOM=e, 

V 

*) Ist a nicht bekannt, sondern statt desselben AE = hy so muß 
a durch ä, c und k ersetzt werden. Dies hat keine Schwierig- 
keiten, denn es besteht zufolge der Gleichung der Ellipse AiEQC 



die Beziehung 



Sie lehrt, daß 



zu setzen ist. 



a 



ck 
a = 



Vc^ - h^ 
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(was den Substitutionen 

x = r cos ö, y = r sin 6 

entspricht), so hat das bei M befindliche Flächenelement • den 
Malt rdßdr; femer das dort stehende stabförmige Körper- 
element das Volumen zrdBdr, (Siehe: Fuhrmann, natur- 
wissenschaftliche Anwendungen der Integralrechnung, Seite 118, 
H; auch Seite 122, 11, ß,) 

Es ist also dann, gemäß Figur 49, und der Gleichung Nr. 30 
entsprechend, 

* i?! 

V=f fcyi^^rdrde. 



31) 



O 



Dieses Doppelintegral eignet sich zur Wertsberechnung weit 
besser als Nr. 30. 

Führt man die erste (auf die Veränderliche 6 bezügliche) 
Integration durch, so geht Nr. 31 über in 



32) 



V=\ncf]/l-^rdr, 



was besser in der Form 



33) 



=ä/'^ 



r^ r dr 



gegeben wird. 

Die nun noch übrige Integration läßt sich sogleich mittels 
der sehr bekannten Grundformel für das Integrieren der Potenz 
erledigen, wenn man beachtet, daß der hinter der Wurzel stehende 
Faktor rdr im wesentlichen das Differential des Radikanden 
(a^ — r^) ist. Dies führt zu: 

34) 



® a 



Anmerkung. Man wende dieses Ergebnis, zu seiner 
Prüfung, auf die Sonderfälle 

35) k = a und Jc = o 

an, hierbei die Anschauung benutzend. 
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a 

Ks möge nun die Aufgabe gestellt werden, den unter I 
mjttuls einer Doppelintegration berechneten Rauminhalt 

7= OÄBCEF 
durrli pine einfache Integration herzuleiten, indem man ihn kus 
uneuiUieh vielen, unendlich dünnen Viertel-Hohlzylindern, 
welche OC zur Achse haben, zusammensetzt. 

Lösung. Der innere Halbmesser eines solchen Viertel- 
Hohl /.yÜnders sei OL, also x; der äußere x-^-äx; die Höhe 
sei LQ. Dann ist sein Kauminhalt: 

3i;) dV = {\7ix.dx)LQ; 

daher, zufolge der Gleichung der Ellipse AiEQC: 

37) dV={\7ixdx)^)/a-'-x'* = ^x)/a*-x*dx. 

Mithin: 

38) ^=^ f^/^^~^*xdx. 
Data gibt, wie Nr. 33, den Wert Nr. 34. 

in. 

Die unter H gegebene Ableitung von V ist viel einfacher 
u,la die unter I stehende. Es möge noch eine dritte Ableitung 
buijrut'ügt werden, indem man V zusammensetzt aus dem Eaum- 
inholte des Viertelzylindere OABBEF und dem der Viertel- 
kujijicl GJDEF. Hierbei soll der erstgenannte Kauminhalt als 
ausj der Elementargeometrie bekannt vorausgesetzt werden, sodaß 
nur diu Höhe AE durch a, c und k auszudrucken ist (mittels 
dnr Gleichung der Ellipse AiEQC). Femer soll man den Inhall 
der Yiertelkuppel durch einfache Integration berechnen als eine 
Summe von unendlich vielen, unendlich dünnen Viertelkreis- 
scheiben, welche der Grundfläche OAS gleichgerichtet liegen, 

Anmerkung zu dem Abschnitte C, Man sehe: Fuhr 
mann, naturwissenschaftliche Anwendungen der Integral- 
rechnung, § 28, Abschnitt E. 
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D. 

Inhalt eioer Kuppelfläche mit halbkreiBförmigem Grundriß. 
Eine Halbkugelkuppel, von welcher die Figur 50 den vierten 
Teil darstellt, hat die Halbmesserlänge 

OA=OB=OC=a. 
Es soll durch Doppelintegration der Inhalt 
S=APiCRÄ 
desjenigen Teiles der Kuppeloberiläche berechnet werden, welcher 
den Halbkreis OÄM^O zum Grundriß hat. 




Lösung. I. Benutzt man ein rechtwinkliges Koordinalen- 
system, dessen i-Achse mit OA, dessen F-Achse mit OB und 
dessen 2-Achse mit OC zusammenfällt, so ist 
OL = x, LM=y, MP=z, 
wenn der Schnitt LQR parallel zu OBO liegt und P den :iil- 
gemeinen Oberflächenpunkt bezeichnet. 

Das bei JVf befindliche Element der Grundrißiläche hat dann di'ii 
Inhalt äxdy. Ferner hat, nach einem bekannten Satze der höheren 
Geometrie*), das bei P liegende Kuppelflächen-Element den Inhalt 

*) Mansche, wenn nötig, Schlömilch, Compendium der höheren 
Änalyeis, Band I, g 99 der 5. Auflage. 
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B dx dy^ 
wobei 

ist. 

Um S zu erhalten, muß man in Bezug auf y von L bis My 
integrieren; dann in Bezug auf x von bis A, Das gibt: 

40) S=f fBdxäy. 



Die Kugelfläche hat die Gleichung 

x^ -\-y^ -\- z^^== a^ 



41) 
oder 
42) 

Es ist also 

43) 

und 
44) 

mithin 

45) 



= j/a^ — x^ -^ y^. 



7>z i 



X 



c> X |/fl2 — x^ — y^ 



0£ 



B = - 



y 



y/o? — x^ — y^ ' 



a 



]/a^ — x^ — y^ 



Daher, gemäß Nr. 40, 

a yx{a — x) 

J J y'a^ — x^—y^ ' 



46) 



o o 



Also hat man zunächst den Wert des Integrals 

J Y^ —^ —y 



zu berechnen. Dies kann mittels der bekannten Formel 



48) 



Jl/a 



du 1 . ßu 

1= = ~ arc sm - — 

2 -/S^ttV ß « 



geschehen . Sie gibt :. 



49) 
mithin : 
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r <*y ' y 

I —; — = arc sm . ; 



50) J= arc sin ]/ — ^ ^ = arc sin y — 

^ 0? — x^ ^ a 



X 



Man hat also, laut Nr. 46, 47 und 50: 



51) Ä=a / arc sin]/ — -. — dx. 

J ^ a-{-x 



o 



Wird nun 



52) arc sin y — i — = v 

' a + x 



gesetzt, so ist 



a sin^ V 



53) Ä? = - :-5— =atan2t; 

1 — sin* V 

und demgemäB 

54) dx=^2a tan v sec* t; dv. 

Ferner sind, laut Nr. 52, die neuen Integrationsgrenzen: 

55) Vo = und Vi =jn. 
Es geht also Nr. 51 über in: 

56) S=2a^ jv tan v sec^ v dv. 

o 

Setzt man jetzt 

57) tant; = M; 
und beachtet, daß 

58) d tan v = sec^ v dv 
ist, so erkennt man, daß 

59) i V ta,nv sec^v dv =::^ j vwdw. 
Der Satz von der Produktintegration gibt mithin: 

60) I V tan v sec* v dv = v ,j tan^ v — / y tan^ t; dv 

= Y (i; tan^ t? — I tan^ i; dt;). 

Da nun, gemäß Nr. 57, 

61) -2; = arc tau 2r, 







142 Mehrfache Integrationen. 

also 

62) dt;==-— — -dw 

\-\-vr 

ist, sd hat man: 

es) /^.„.„=/ifi*, 

daher 

64) / tan^ t; dt; = f ( 1 — — r- — A dw = w — arc tan w. 

Hiermit wird aus Nr. 60: 

65) I V tan v sec^ v dv =^(v tan^ v — tan v -\- v). 

Demzufolge gibt Nr. 56: 

66) 8=a^{^-l + ^), 

also: 

67) S=(^-l)a^; 

oder, wenn man den Näherungswert 

68) 7r = f 
benutzt: 

69) S=Ya^ 

Das Ergebnis Nr. 67 sagt, daß ^S^ der Unterschied zwischen 
dem Flächeninhalte des Kugeloktanten ABC und dem des Qua- 
drates OADB ist. 

II. Da der Grundriß des Kuppelflächenteiles ÄPiCBÄ 
(Figur 50 auf Seite 139) die Form eines Halbkreises hat, so 
sind die im Vorstehenden (unter I) für den allgemeinen Punkt M 
benutzten rechtwinkligen Koordinaten (OL = x^ LM=y) 
nicht naturgemäß. Es entspricht der Halbkreisform besser, die 
Polarkoordinaten 

OM=r, ^ÄpM=e 

zu benutzen. Man hat dann, statt Nr. 46: 



70) 



^71 a cos 6 

a f r a rdS dr 

~J J 'y^^T^ 







r" 
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x^ -{-y^ = r^ 



weil 

71) 
weil femer 

7*2) dxdy=rdedr 

und weil (was die Figur 50 lehrt) in Bezug auf r zu integrieren 
ist von bis M^ (also von r = ö bis r = acosö), dann aber 

TT 

in Bezug auf 6 von o bis -jr*) 



Da nun 

73) 

ist, so hat man: 



/rdr /- 



2 ^2 



acos B 

/Y dv 
. = — a sin d + a = a (1 — sin ö). 
y a^ — r* 

Hiermit geht Nr. 70 über in: 



\n 



75) 



Ä^=a2r(l — sind)(Zö. 



Das aber gibt sofort die Gleichung Nr. 67. 



§17. Schwerpunkte.**) 
A. 

Schwerpunkt eines schiefabgeschnittenen Bausteins. 

Ein gleichförmig dichter Baustein OABGDEFO (Figur 51 
auf Seite 144) hat die Form eines geraden rechtwinkligen Parallel- 
epipeds, welches oben durch eine Ebene schief abgeschnitten ist. 
Die Kanten der (rechteckigen) Grundfläche haben die Längen 

OA = a, AB==h, 
die vier Seitenkanten die Längen 



*) Die Beziehung Nr. 72 kann der Anschauung entnommen 
werden; man kann sie aber auch aus den Gleichungen 

x = r cos 6 und y = r sin 6 
herleiten. 

**) Man sehe den § 12; auch: Fuhrmann, naturwissenschaftliche 
Anwendungen der Integralrechnung, § 18 und § 32. 
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(von denen nur drei willkürlich sind, die vierte von ihnen ab- 
hängt). 

Die Abstände des Schwerpunktes dieses Steines von den 
Seitenflächen OCOD und OAED sollen J, bezüglich iy heißen; 
der Abstand von der Grundfläche OABC möge f genannt werden. 

Man berechne, mittels Doppelintegrationen, diese drei Ab- 
stände, ausgedrückt durch a, 6, Cj, Cj und c^^ den Stein hierbei 
zerlegt denkend in uoendlich viele stabförmige Elemente, welche 
den Seitenkanten gleichgerichtet liegen. 







^-^K'-- 






' 4 



Die Ergebnisse der Rechnung wende man (zur Prüfang 
der Richtigkeit derselben) auf den Sonderfall an, in welchem 
die vier Seitenkanten gleich lang sind. 

Lösung. Wir benutzen ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system, für welches OA die Richtung der X-Achse ist, OC die 
der F-Achse, OD die der ^-Achse. Dann sind 

OL=^x^ LM=y 

die Grundrißkoordinaten des ganz allgemein liegenden, durch MP 
angedeuteten stabformigen Körperelements. Seine Länge ist: 



r 
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sein Rauminhalt: 

1) dV=zdxdy. 

Man hat also für das Volumen des ganzen Steins:. 

2) V=J jzdxdy, ''V ^ 



weil zuerst (in Bezug auf y) von L bis M^ ?u integrieren ist, 
dann aber (in Bezug auf x) von bis A. 

Den für Nr. 2 nötigen Wert von e^ als Funktion von a? 
und y, gibt die Gleichung der Ebene DEFG. Sie lautet, 
wenn man 

setzt, 
oder 

Dabei ergibt sich ai aus der Ähnlichkeit der Dreiecke ODAi 
und AEAiy oder ODAi und: E^DE^ welcher zufolge 

4) 01 = 



Ebenso hat man, entnommen der Ähnlichkeit der Dreiecke 
ODC^ und CaCu oder ODCy^ und öjDG^: 

5) X^^' 



Demgemäß ist, laut Nr. 3, 4 und 5: 



f ■ f 



einfacher: 

Daher hat man, wegen Nr. 2 und ß, für den Rauminhalt des 
Steines: ' , 

a h 

» ~ ■ ' ' 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung:. T. IV. 10 



* • ■ * r 
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Femer drückt die Gleichung 



a h 



8) 



Vl^^=\ \ xzdxdy 



O 



aus, daß bezüglich der Ebene OCGD das statische Moment des 
Gesamtgewichtes des Steines gleich ist der Summe der statischen 
Momente seiner stabförmigen Elemente. 

Dasselbe sagt die Gleichung 

a b 

9) ^^=1 iy^äxdy 



o o 



bezüglich der Ebene OÄED. 

Endlich spricht es die Gleichung 



a b 



10) 



Vt=j j\g^dxdy 



o o 



in Bezug auf die Ebene OÄBC aus, wenn bedacht wird, daß 
der Schwerpunkt des stabförmigen Elementes in seiner Mitte 

(also in der Höhe -g-^) liegt. 

Dabei ist, in jeder der Gleichungen Nr. 8, 9 und 10, für £f 
der Wert Nr. 6 gemeint; femer ist F bestimmt durch die Gleichung 

Nr. 7. 

Letztere gibt bei Durchführung der ersten (auf y sich be- 
ziehenden) Integration zunächst: 

o 

also bei gehöriger Vereinfachung: 



a 



o 

ferner nach Durchführung der zweiten Integration: 

Da nun, was sich sofort der Figur 50 entnehmen läßt, 

13) Ci — C4 = Cg — C3 

ist, oder , 

14) c, + C3 = Cjj -f C4, 
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so darf statt Nr. 12 auch gesetzt werden: 
15) V=^ah(c,+c,).*) 

Weiter hat man, gemäß Nr. 8 und 6: 






xdxdy; 



o o 



also bei Durchführung der ersten Integration zunächst: 

a 



"5 =/{('- ^^-)» 



, Y|a;Äa;; 



17) 



mithin, vereinfacht: 



Wird nun die zweite Integration ausgeführt, so ergibt sich: 

18) 75=^a26(4c2 — Ci + ScO; 
oder, da gemäß Nr. 14 

19) Ca = Ci — ^2 + Cs 

ist: 

20) 75 = ^ a^ft (2ci + C2 + 3 es). 

Für die erste der gesuchten drei Schwerpunktskoordinaten 
hat man also, laut Nr. 20 und 15: 



21) 






Femer ist, wegen Nr. 9 und 6, 

O O 

Das gibt bei der Durchführung der ersten Integration zunächst: 



dy. 






^^dx\ 



•) Man zeige, daß dieses Ergebnis (Nr. 12 oder Nr. 15) auch ganz 
elementar, also ohne Integralrechnung, gewonnen werden 
kann. 

10* 



148 



Mel^rfaohe Integrationen. 



also, vereinfacht: 



23) 



V, = ,'f{ 



Ci + 2.C4 ' d — C2 



^1 — ^2 ^\ jj^ 



mithin bei nochmaliger Integration und gehörigem Zusammen- 
ziehen^. 

24) 7,= _La&2(3c2 — C1 + 4C4); 

oder, gemäß Nr. 19: 



25) 



7^ = ^a62(4c3— C2+3cj). 



Für die zweite der gesuchten Schwerpunktskoordin^^ten hat 
man also, laut Nr, 25 und 16: 

1 3 Ci — ^2 + 4 Cs 



26) 



^ = 



Endlich ist, wegen Nr. 10 und 6: 



*. 



a h 

27) Vt=fß{c, 



Ci — C2 



^ 



Ci — c^ 



y 



)2 
dxdy. 



o o 



Führt man hier zunächst das Quadrat des dreigliederigen Wertes 
aus,*) integriert dann zweimal (im wesentlichen wie vorher) und 
vereinfacht, so ergibt sich: 

28) Ff = -^ aft (ci* + 2 cj2 + 2 64" - CiC, - CiC4 + 3 c,cO; 
oder durch Benutzung von Nr. 19: 

29) 7£ = ~ afc (2 Ci" + Cg^ + 2 Cg^ - C1C2 + 3 Ci C3 - C2C3). 

Die dritte der gesuchten Schwerpunktskoordinaten hat niithin, 
laut Nr. 29 imd 15, den Wert: 



30) 



» A 



1 2Ci2 + C2^+2C32— C1C2 + 3C1C3— C2C3 







Ci-F^a 



•) Anstatt das Quadrat auszuführen, kann man auch von der Be- 
merkung Gebrauch machen, daß das erste der zu berechnenden 
Integrale im wesentlichen die Form 



{A-Byfdy 
hat, mithin sein Betrag nach der Gleichung 



/' 



angebbar ist. 



/ 



* ■ «5 ■ 
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Für den in der Aufgabe genannten Sonderfall 

31) V C3 :f= C2 = Ci 

gehen die Gleichungen Nr. 21, 26 und 30 über in: 

32) | = la, fi = -\b] ? = jc, 

r • 

was mit der Anschauung übereinstimmt. 

Anmerkung. Zu den Ergebnissen Nr. 21, 26 und 30 
würde man etwas schneller gelangt sein (nämlich mit 
Umgehung von Nr. 18, 24 und 28), wenn man, unter Be- 
nutzung von Nr. 19, die Gleichung 6 in 



33) 



Z = Ci -X 

a 



Cj — C3 



y 



verwandelt und in dieser Form für Nr. 8, 9 und 10 ver- 
wendet hätte. 



• B. 

Schwerpunkt einer Kuppelfläche.. 

Für den in dem Abschnitte D des § 16 genannten und durch 
die Figur 50 (Seite 139) dargestellten Kuppelflächenteil APiOBA 
sei die Lage des Schwerpunktes durch Doppelintegrationen zu 
berechnen. • 

Lösung. Wir bezeichnen die auf das rechtwinklige System 
OXYZ bezogenen Schwerpunktskoordinaten mit g, ij und f; 
femer verstehen wir unter JS, S u. s. w. die im Abschnitte D 
des § 16 genannten Größen. Dann spricht die Gleichung 



a y»{m — x) 



34) 



S^= f fxBdxdy 







aus, daß bezüglich der Y^- Ebene das statische Moment des Ge- 
samtgewichtes des Kuppelflächenteiles Ä^iCBÄ gleich ist der 
Summe der sttttischen Momente aller seiner Elemente. 

Dasselbe sagt die Gleichung 

a yx (a — x) 

35) Sfi= f fyRdx dy 



^ 
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in Bezug auf die XZ- Ebene; endlich spricht es die Gleichung 

a Yx (a — x) 

36) 8:=ffeBdxdy 







bezüglich der XF-Ebene aus. 

Dabei ist, gemäß Nr. 45, bezüglich 67, des § 16: 

a 



37) 
und 
38) 



JS = 



}/a* — x^ — y^ 



«=(f -')-'=- 



a» 



i2 



Man hat also, laut Nr. 34 und 37, zunächst 

a yx (a — x) 

r r .r.d.T.dn 
39) 

j J ya" — x^ — y* 

o 

zu berechnen. 

Hierfür empfiehlt es sich, die Reihenfolge der beiden Inte- 
grationen umzukehren, also statt Nr. 39 zu setzen: 

40) 






»0 Xo 

wobei, was man leicht der Figur 52 entnimmt, die in Bezug auf 

X geltenden Integrationsgren- 
zen die Werte 

j[ 41) Xo = NNo 

42) Xi = NNi 

haben; ferner die für y gel- 
tenden die Werte 

43) 2/0 = und 2/1 = - . 




j 
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Mithin hat man, laut Nr. 40 — 43: 

xdx 



a 

T 2 • ' V2 



44) Sli = a 1 dy 




Bekanntlich aber ist 

demgemäB 
46) ( ^^^ = -VCa' - y») ~ x« ; 

also das füi* Nr. 44 zunächst nötige Integral 

l-M^)'^- 

Das gibt bei näherer Durchführung: 



.s)^,=_]/i_./(iy_,.+]/|+.,/(±)-_,., 



daher 



49) 



Ji« = a2_2y-^-a«((yy-y2)=a2-2ay==a(a-^2y), 



mithin 
50) Ji = j/a (a — 2 j/). 

Demgemäß geht Nr. 44 über in: 



7 



a 



i« 



51) S^=za j -^aiß — 2y)dy = a^al^a — 2y dy 



O 

Da nun 



52) 



j}/a — 2ydy = —j)/a — 2y 
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ist, so ergibt sich: 

63) SS = |«'. 

Man hat also, wegen Nr. 38, für die erste äer gesuchten 
Schwerpunkts^oordlnaten den "Wert 

9 

54) 



oilpr näherungswelse, nämlich dann, wenn 

55) . n = '4 
genommen wird: 

56) ? = s'*- 

Anmerkung. Nr. 54 ergibt sich aus Nr. 39 in etwae ein- 
facherer Weise, wenn für den allgemeinen Grundrißpunld; M 
(Figur 50 auf Seite 139) an Stelle der rechtwinkligen Koordi- 
naten (OL'=x, LM^^y) die Polarkoordinat^n 

OJK=r,Z.iOJtf=fl 
benutzt werden, was, wegen der Halbkreisform des Grund- 
riiises, naturgemäßer ist. 

Es geht dann (siehe § 16, Abschnitt D, II) die Gleichung Nr. 39 
iitier in: 

Jn ncosö 

•'■" «— //"^^=^' 

oder, besser geschrieben, jn 1 

58) 



r r T^dr 

Si-ssa I cos 6de I ., . ■ — 



Setzt man nun 
5!l) r = aC0B9, 

60) ^-arcco,-^ 

und es wird 



V^^-==i- = ■- / -- ;7===f==-^ = «M cos' T <*v ■ 



ßl) 

Also hat man: 
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aconß 



in 



62) 



/r^dr „ /*! +COS2 9P , i •/ «^ • o «n 
, =a^ I — ' — dfp^= -r a* (n '-' 2 e -^ &m% 6). 



. o 

Damit verwandelt sich Nr. 58 in 

in 
63) iSf I = j a3 1 (tt ~ 2 ö — sin 2 ö) cos ö iJö , 

oder in 

In \n in 



\ 



64) Ä| = j a' I TT rcos ede — 2 je cos e de— Tsin 2 ö cos ö <lö> . 

^ o o ' 



Es ist aber 



65) 



cosede = 1. 



/ 







Femer ist, nach dem Satze von d€r Produktintegration, 

I e cos e de = e sin e — Ismede, 



also 



mithin 



I d cos ö dö a= d sin d + cos 6 ; 



66) 



in 



n 



dcosd(?6 = "ö" — 1. 



Endüch: 



JsL 



-h 



sin 2 cos (20 =s i 2 sin cos* ede=^ — -ä cos^ e ; 



3 



daher 



in 



67) 



/- 



sin 2d cos ödd = - • 



Aus Nr. 64—67 folgt nun: 

5f = l«.L-2(|-l)-|-}. 



also 



V 



/ 



68) 



S{ = xa3.| = la» 



übereinstimmend mit Nr. 53. 
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Um die Schwerponktskoordinate ij zu erhalten, hat man, 
gemäß Nr. 35 und 37, 

a y X (a — «) 

J J V a* — x^ — "'^ 



69) 



y 



o o 



zu berechnen; mithin zunächst das Integral 



V'i^-x) 



70) 






Da 



71) r y^y ^ _ ^(^2 _ ^2) _ ^s 

ist (vergleiche Nr, 45 und 46), so ergibt sich: 

72) e72 = — }/a2 — aa; 4- ]/cfi — x^ . 
Hiermit geht Nr. 69 über in: 

a 

73) Sni = aU}/a^ — x^ — ]/a (a — x)^ ix. 



gleichwertig mit: 



74) Äi7 = a| l}/a^ — x^dx — }/a j ]/a 



xdx\. 



o o 

Nun hat man zunächst, durch geometrische Deutung (siehe 
§ 1, Gleichung Nr. 3): 



75) 



/ ]/a^ — x^ dx = y na^. 



Ferner ist, nach der Grundformel für die Integration der 
Potenz: 



76) 
also 



j ]/a — x dx = — 3 j/a — a; , 



77) 



j '^a — xdx = -\-j |/a. 



Mehrfache Integrationen. 155 

Mithin folgt aus Nr. 74, 75 und 77: 

78) Sfj = ^^ a\ 

Es ergibt sich also, wegen Nr, 38, für die zweite der ge- 
suchten Schwerpunktskoprdinaten: 

oder mit dem Näherungswerte Nr. 55: 

80) 7 = 1«- 

Um endlich die Schwerpunktskoordinate ^ zu erhalten, hat 
man, laut Nr. 36 und 37, 

a yx (a — x) 

81) 8t=affdxdy 

o 

zu berechnen. Das gibt zunächst: 



a 



82) Si = a I \/x(a — x) dx. 



Hierauf, unter Benutzung geometrischer Deutung (vergleiche 

§ 1, Nr. 5): 

83) Si = \na\ 
Man hat also, gemäB Nr. 38, 

oder näherungsweise, nämlich mit Benutzung von Nr. 55, 

85) ^=-^«. 

Anmerkung. Die Ergebnisse Nr. 56, 80 und 85 mittels 
der Figur 50 (Seite 189) durch die Anschauung zu prüfen, 
sei empfohlen. 




Wm^'^wTrr^^^, 



^:^^'' 



AI' . . 
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Fig. 53. 



j? 



BX 



§18. Trägheitsmomente.*) 

•A. 

Trägheitsmoment eines Trapezes. 

Das auf die Achse JJY bezogene Trägheitsmoment T des 
gleichförmig dichten Trapezes PiP2Q2$i9 Figur 53, soll, aus- 
gedrückt durch 

eiPi = ai, Q2P2 = a2, QtQ2 = h 

die Flächendicke d und die Dich- 
tigkeit «, berechnet werden, in- 
dem man es aus den Trägheits^- 
momenten rechteckförmiger 
Elemente mit den Seitenlangen 
d'xunä dtf zusammensetzt, wobei 
unter x und y die Abmessungen 
QiS und SP verstanden sind, 
welche, die Lage des allgeuieinen 
Flächenpunktes P bestimmen. 

Lösung. Das bei P befind- 
liche Element hat das Trägheits- 
moment 

-1), dT=(dxdy)d€ .p\ 

Demgemäß ist für einen durch 
SB angedeuteten, mit QiPi gleichgerichteten Streifen, von der 
Breite dx^ jenes Moment ausgedrückt durch 

I d€ y^ dx dy. 



p. 



(/' 



Q, S Q, 



V 



2) 



»=o 



Also hat man: 



3) 



T^idsT ' fy^dxdy. 



Da nun 

ist, so geht Nr. 3 über in: 



x=0 y=0 



SE = a, + '^ 7 '^ ic 



*) Man sehe den § 13; auch: Fuhrmann, naturwissenschaftliche 
Anwendungen der Integralrechnung, § 21 und 33. 
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..+-ftrüi. 



5) 



T=3sj dx I y^äy. 





Die Ausführung der ersten Integration gibt: 



6) 



T=:^Sef(a,-^^l=^zydx; 







die der zweiten liefert: 

7) r=_^rf^Jf?lzi^j 

oder 



8) 



T = }. d* (ai 3 + «1 « 02 + a, as^ + a^«) fc. 



Man sehe § 13, Abschnitt C; insbesondere die dortige Gleichung 
Nr. 16. 



B. 

Trägheitsmoment eines Kreisabschnitts.*) 

Ein Kreissegment ABCDA (Figur 54) hat die Sehnen- 
länge J.(7=2c, die Pfeilhöhe DB=b^ die konstante Dicke d 
und die konstante Dichtigkeit s. 




*) Vergleiche: Winkler, die Lehre von der Elasticität und 
Festigkeit, § 21 7^ (Hier ist der Kreisabschnitt als Unterschied 
des Kreisausschnitts und des zugehörigen Dreiecks be- 
handelt.) • - " . ; . 
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I. Man soll durch Doppelintegration und mit Benutzung 
rechtwinkliger Koordinaten das Trägheitsmoment T dieses 
Segments berechnen, bezogen auf eine Achse LL^ welche, 
parallel zur Sehne, auf der Seite der letzteren, in dem Ab- 
stände DK = k, liegt; man soll also T ausdrücken durch c, 6, 
*, d und €, 

IL, Das Ergebnis soll angewendet werden auf diejenigen 
besonderen Fälle, in welchen die Drehachse durch den Kreis- 
mittelpunkt M geht (also nach Li Li fallt) und dabei das Segment 
entweder 

a) das allgemeine ABC DA, 
oder 

ß) der Halbkreis AiBCiMAi 
ist. 

Lösung. I. Wählt man das Koordinatensystem in der durch 
die Figur 54 angegebenen Weise, so ist KQ = x, QP=iy, und 

9) dT={{dxdy)de)y^y 
also, wenn QPx mit yi bezeichnet wird: 

c yj 

10) T=2d€ f fy^dxdy; 

o h 

mithin 



11) T = {d€ f(yi^^k^)dx. 



Hierbei hat man: 

12) yi = i/a« — ^« — (a — 6 — *), 

wobei 

a = MA, 

also der Kreisradius. Letzterer ist nicht unmittelbar gegeben, 
aber durch b und c bestimmt; es gilt nämlich, nach einem sehr 
bekannten Satze der Kreislehre, die Gleichung 

Setzt man, zur Abkürzung, statt Nr. 12, 
14) y^^zi-^a^ — x'^ — w. 
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vobei also 

15) n=:a — b — k = MK, 

oder, wegen Nr. 13: 

^^) « = rb 

ist, so wird aus Nr. 11: 

e 

17) T= I ds \[ (/a* — «* — n)*— Jfc»} rf« ; 



also 

18) T= I depy(a^ — x*)\/a* — a;* — 3 (a» — a;*) n 

+ 3 n2 |/a* — a:^ — n« — *«} (?^ ; 
oder 

e 

19) T=|(ren(a»+3««)i/ä*^^^^— «Vö«^^^^^ 

— (3 a^n + n» + *») + 3 w^r^j da?. 
Bekanntlich aber ist, siehe § 1, Nr. 4: 

20) l^/iäirp^dar == 4 ic |/a2 — a:« + j a^ arc sin — ; 

femer (siehe Min ding, Sammlung von Integraltafehi, Seite 104; 
oder: Schlömilch, Übungsbuch zum Studium der höheren Ansr 
lysis, Teil 11, Seite 41 der 4. Auflage): 

21) jx^ j/a2 — x^ dx = { (a* arc sin - — o: (a« — 2 a;^) |/ir=:^2^ 
Dies in Nr. 19 eingeführt, gibt: 

e 

■ 22) r= I ds {(«« + 3 n») I (« V'a* — a;» + o" arc sin |-) 



O 



— j f a* arc sin x (a* — 2 x*) |/a* — a:* J 

— (3 a^n + Jc^ + n^)x + nx^\ ; 



also: 
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c 

23) T=jdeljx{4: (a* + 3 n«) + (a^ — 2 x^)ya' - x\ 



+ l-a^ (4 (a* + 3 n*) — a^) arc sin- 

— (3 a^n + *3 + n») a; + nx^\ 
mithin: 

24) J= ^dc/c (5 a* + 12 n2 — 2 c«) ]/^^^^ 

+ 3 a* Ca* + 4 n*) arc sin — 

— 8 (3 a^n + *' + n») c+ 8 nc»|. 
Da nun (siehe die Figur 54) 

}/a* — c^ = Jc-^n=za — bj 
so hat man schließlich: 

i 

25) T=4cf«{(a — 6)c(5a« — 2c2-^12««) + 3a(a« + 4w«)y 

— 8 cn (3 tf«^— c* + n«) — 8 cÄ»|, 

wobei 

"■" • /* ■ 

26) ^^ = arc BC = a . arc sin — 

ist. 

IL cc) ¥'3X11 LL nach JDi Z/1, so ist (gemäß Figxir 54) 

27) n = o. 

Femer ist k nicht mehr unabhängig von b und c; es besteht 
vielmehr die Beziehung 

28) h = a — l, 
also, nach Nr. 13: 

29) ^ = ^d-- 
Führt man dies ein in Nr. 25, so entsteht: 

30) T = i(f€{c(a — 6)(16a6— 3a« — 86« - 2^ + 3a»y\, 

wobei a durch die Gleichung Nr. 13 bestimmt ist und y durch 
die Gleichung Nr. 26. 

/J) Wird das allgemeine Segment ABC DA zu dem Halb- 
kreise A\BCiMAi^ so ist 

31) a = 6 = c und y = \7ic\ 
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mithin geht dann die Gleichung Nr. 30 über in 
32) T=\nd€c'^. 

Anmerkung. Es sei empfohlen, die Gleichungen Nr. 30 
und 32 auch unmittelbar (also ohne Benutzung von Nr. 25) 
abzuleiten. 



Trägheitsmoment eines rechtwinkligen Dreiecks und 

eines Rhombus. 

I. Ein gleichförmig dichtes rechtwinkliges Dreieck OAB 
(Figur 55) möge die Kathetenlängen 

OA = a, OB=b 

haben; seine Dicke sei d, seine 
Dichtigkeit s. Man soll (durch 
Doppelintegration) für eine zu 
der Fläche senkrecht stehende 
und durch den Scheitel des 
rechten Winkels gehende Ach- 
se berechnen: 

a) das Trägheitsmoment 
jT, ausgedrückt durch a, 6, 
d und €; 

ß) den Trägheitshalbmesser q. 

Auch soll angegeben werden, wie sich der Letztgenannte 
den I 
leiten läßt. 




aus den Kathetenlängen a und b durch Konstruktion ab- 



Lösung. a) Benutzt man OÄ als X-Achse, OB als F-Achse, 
so ist für den allgemeinen Flächenpunkt P; 

Femer hat das bei P befindliche Element der Dreiecksfläche 
das Trägheitsmoment 

33) dT= (de dx dy) OP ^ = (x^-\- y^) de dx dy. 

SoU hieraus T sich ergeben, so muß in Bezug auf y von L 
bis Pi integriert werden; dann in Bezug auf x von bis A, 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. T. IV. 11 
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jyws gibt: 

34) T = dsjj (_x' + y^ dw dy. 

Nafli der Durchführung der ersten Integration hat man: 

35) r = d.j[x' ^ c« - I) + ■ ^ (a - X)-} dx. 

Für die zweite Integration empfiehlt es sich, ■^— g- vor das Inte- 

fTrakeichen zu setzen, im ersten Gliede mit x'^ auszumultiplizieren, 
im zweiten aber zu beachten, daß die dritte Potenz des Binoms 
nicht ausgeführt zu werden braucht, das Glied vielmelir in der 
Form v^dv auffaßbar ist. Es führt dies zu: 

30) T=l^dtah{a^-^^h^); 

üder, wenn die Hypotenusenlänge mit c bezeichnet wird, auf 

37) T=^dfahc'. 

ß) Für die Masse M des Dreiecks hat man: 

also liir T, statt Nr. 36 oder 37, auch 

39} ^ = -f -J>f(«' + &') = ! McK 

Der durch die Gleichung 
40) T=Mq^ 

ileHnit'rte Träglieitshalbmesser ^ hat mithin die Länge 



") »=/-!- = TT = ^«v'»- 

Er kann in der Form 

■12) Q = -^yc.Gc, oder g ^= Vc.^c 

selii' leicht als geometrisches Mittel konstruiert werden, 

ir. Mit den Gleichungen Nr. 36 bis 41 hat man auch das 

Trägheitsmoment und den Trägheitshalbmesser eines Rhombus 
ÄBAiBi (Figur 55) und eines Quadrates für den Fall, daß ■ 
die Drehachse senkrecht zur Flaclie steht und durch den Mittel- 
^lunUl: ilerselben gellt. Es möge dies nähere Erklärung finden. 
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Fig. 56. 



D. 

.Trägheitsmomente prismatischer Körper. 

I. Ein oben durch eine Ebene schief abgeschnittenes, gerades, 
vierseitiges Prisma ÄBCDEFQH (Figur 56) hat als Grundfläche 
ein Rechteck mit den Seiten 

AB = a, ÄD = h 

Die vier Seitenkanten haben 
die Längen 

ÄE=Ci, BF=C2, 

Die Dichtigkeit ist überall 
gleich €, 

Man soll durch dreifache 
Integration und mit Benutzung 
rechtwinkliger Koordinaten das 
auf die Kante AE bezogene 
Trägheitsmoment T des schief 
abgeschnittenen Prismas be- 
rechnen, ausgedrückt durch a, 
6, drei der vier Seitenkanten 
und €. 

Das Ergebnis soll auf den besonderen Fall, in welchem 
alle Seitenkanten die Länge c haben, angewendet werden. 

Lösung. Nimmt man AB als die Richtung der x, AD 
als die der y, AE als die der ;8r, so sind die Strecken 

AL = x, LPo = y, PoP = ^ 

die Koordinaten des allgemein liegenden Punktes P des Körpers, 
dessen Trägheitsmoment T verlangt wird. 

Das bei P befindliche Element des Volumens V hat dann 
den Inhalt 

43) dV=dxdydis 

und, bezogen auf die Kante AE^ das Trägheitsmoment 

44) 
also 
45) 




dT=dV.s,APo, 



dT={e. dx dy d^) Oi'2 + y^). 



\v 
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Nun ergibt sich T, was die Figur 56 zeigt, aus derartigen 
Elementen, wenn integriert wird: 

in Bezug auf z von Pg bis P,, 
^ y ^ L , M, 
^ x , A ^ B. 
Man liat daher: 



4G) T=ef f fix^-j-y^^dxdydz, 



wobei die Strecke PgPi ^*^ ^i bezeichnet ist, 

Sie ergibt sich, als Funktion von x und y, aus der Gleichung 
der Ebene EFGH. Diese Gleichung lautet, was im Abschnitte A 
des § IT gezeigt wurde, 

Ci — Ca Ci — Ct 
47} Sx = ei X ^— y. 

Hiermit geht Nr. 46 über in: 

■*8) T = ti i i{x^ + y^)dxdydB. 

Dil' Durchführung der ersten der drei Integrationen gibt: 

49) T=.fdx^{c,- -5i^ X - -51=^ y) V + y') dr, 

die der zweiten und dritten führt (indem man die filr das Inte- 
gral der Potenz geltende Formel wiederholt anwendet) zu der 
Gleich un;,' 

50) T = j^6afe{«='(2c4 + 3c3-fi) + 6H3a + 2e2 — e,)}. 

Damit ist das gesuchte Trägheitsmoment in der yorgeschriebenen 
Weise berechnet. 

Für den in der Aufgabe genannten Sonderfall, also für 
das gerade rechtwinklige Parallelepiped, gibt Nr. 50; 

51} r = 4 « a6 (a^ + fc^) e = ^ iW"(a^ + h% 

wenn mit M die Masse des Körpers bezeichnet wird, 

Anmerkung. Diese Gleichung Nr, 51 auch unmittel- 
bar (ohne Benutzung von Nr. 50} abzuleiten, sei hiermit 
empfohlen. 
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A 



X I * — 'y 



Ay. 







■-•- 




:ä 



/A. 



II. Einige Anwendungen der Ergebnisse Nr. 50 und 51 
liegen sehr nahe: 

a) Man zeige z. B., wie sich die Gleichung Nr. 50 benutzen 
läßt zur Angabe des auf eine Seitenkante bezogenen Trägheits- 
moments eines oben und unten schief 
abgeschnittenen Parallelepipeds. Fig. 57. 

/?) Ferner berechne man, durch J^ 

Anwendung der Gleichung Nr. 51, das 
Trägheitsmoment T eines gleichförmig 
dichten, geraden, rechtwinkligen Pa- 
rallelepipeds (Figur 57), bezogen auf 
eine Achse Jtf^, welche, innerhalb 
des Körpers, an allgemeiner Stelle, 
parallel zu den Seitenkanten, liegt. 

Andeutungen zu /J: Wird 

OÄx = ai, OA1 = a2, 

0^1 = 61, OJB2 = l2 

gesetzt, so ergibt sich: 

52) T = ^e{a,b, (a,^ + b,^y+ a,h, {a,' + b,') 

Für den besonderen Fall, in welchem die Drehachse Jlf^ mit 
der geometrischen Achse des Parallelepipeds zusammenfällt, also 

53) ai = 02 = l d und 61 = 62 = ^ 6 
ist, geht dies über in 

54) T=^,sab (a^ + J^) c = ~M(ia^ + h^), 

wobei M wieder die Masse des Körpers bezeichnet, 
gleiche Nr. 51.) 



jT 



(Man ver- 



Anmerkungen, und Anregungen. 

I. In Bezug auf elementare Behandlung der Trägheits- 
momente ebener Figuren beachte man besonders die im „Lite- 
raturverzeichnis'' genannte Arbeit von F. Kosch. Sie gibt zu- 
nächst einen Grundriß der Geschichte des Trägheitsmoments 
(Jmr^) und des Centrifugalmoments oder Deviations- 



166 Mehrfache Integrationen. 

moments {2mxy)^ hierbei, von Huyghens und Euler aus- 
gehend, die Arbeiten von Cauchy, Poinsot, Binet, Clebsch, 
Rankine, Häton de la Goupilliere, Reye und Gulmann 
allgemein berührend, auch spezielle Literaturangaben anschließend. 
Dann behandelt sie elementar (ohne Integralrechnung) die Träg- 
heitsmomente einfacher Figuren (Parallelogramm, Dreieck, 
Trapez, Kreis) und bespricht die graphischen- Verfahren von 
Mohr und Nehls. Hierauf giebt sie Allgemeines über die 
Theorie der Trägheits- und Centrifugalmomente, sowie einige 
Anwendungen, z.B. auf den Mittelpunkt des Wasserdruckes. 
IL Bezüglich der elementaren Berechnung von Trägheits- 
momenten beachte man ferner: Zeitschrift für Mathematik 
und Physik, Jahrgang IV, Seite 446 — 450. (Mitteilung von 
Schlömilch.) 

in. Desgleichen beachte man die im „Literaturverzeichnis'' 
genannte Arbeit von Rehfeld und die auf Seite 600 des Jahr- 
ganges 1898 des Jahrbuchs über die Fortschritte der 
Mathematik stehende Besprechung derselben, welche auf Seite 
743 — 746 von Schells „Theorie der Bewegung und der Kräfte" 
(1870) verweist. 

IV. Endlich seien der Beachtung empfohlen: 
Beghin, m^thode d'approximation pour calculer ie moment 
d'inertie et la position du centre de gravit^ d'une aire 
plane. (Annales des ponts et chaussies, 1890, I, 
241—243.) 
Nehls, Chr., graphisch-mechanische Bestimmung des äqua- 
torialen Trägheitsmomentes einer Figur in Bezug auf 
eine Schwerpunktsachse derselben. (Civilingenieur, 
1874, Seite 295—300.) 

§ 19. Landwertsbereolinungen, Fläohenteilungen und Grenzen- 
regelnngen, bei gesetzmäßig veränderliclieni Einheitswerte. 

(Man sehe den § 14.) 

A. 

AVert eines trapezförmigen Landteils. 

I. Der Wert w der Flächeneinheit (efcwa des Quadratmeters) 
eines trapezförmigen Landteils Ä'ÄBB' (Figur 58 auf Seite 167) 
sei veränderlich nach dem Gesetze 
1) w = Co-\-Ciy, 
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Mehrfache Integrationen. 



167 




wobei Co und C\ positive Konstanten bezeichnen, y den Abstand 
von der Achse g^ also von der Seite J.'^', bedeutet.*) ^ 

Die Abmessungen des Landteils seien: 

Ä'Ä = au B'B = a2, Ä'B' = h 

Man berechne seinen Wert W 
durch bestimmte Doppelinte- 
gration. 

Lösung. Der allgemeine 
Flächenpunkt P sei bestimmt 
durch 

Ä'P' = X und F'P = y. 

Dann hat das bei P befindliche 
Flächenelement den Inhalt dxdy^ 
also, laut Gleichung Nr. 1, den 
Wert 

(Co + ciy)dxdy. 

Es ist mithin der Wert eines 
Flächenstreifens von der Länge 
P'Pi und der Breite dx ausgedrückt durch das Integral 

2) 

y = 

wenn mit yi die Strecke P'Pi bezeichnet wird. 
Demgemäß hat man: 

3) W =j j(Co + ci y) dx dy, 

x = y = 

Oder: 

4) W=JJ(c„-{-c,y)dxdif, 

O 

wobei a der Winkel Ä"ÄB ist, also 

02 — eil 



A' F'B' 



y — yi 

J=\{Co-\- ciy)dxdy. 



5) 



tan a = 



^) Bezüglich der Gesetze Nr. 1, 9, 12 und 17 sehe man den Ab- 
schnitt C dieses § 19. 
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Aus Nr, 4 folgt durch Ausführung der ersten der beiden Inte- 
grationen: 

6) W= I {co(at-\- X tan er) + \ Ci (ai + a: tan a^jäx. 



Das gibt bei Durchführung der noch übrigen (zweiten) Integration : 

7) TT = |6 {(a, + a,) c„ + |(a,'' -\-a^a, + a,^) c^} 

als Wert des trapezförmigen Landteils A'ABB\ falls das Gesetz 
Nr. 1 Giltigkeit hat. 

Anmerkungen, er) Bezüglich der Ableitung der Glei- 
chung Nr. 7 sehe man auch § 14, Abschnitt C, II, ß. 

ß) Femer wende man Nr. 7 auf diejenigen Fälle an, in 
welchen das Trapez zu einem Rechteck, oder zu einem 
rechtwinkligen Dreieck wird. (Vergleiche die Abschnitte A, V 
und B, V des § 14.) 

y) Endlich beachte man, daß Nr. 7 auch in der Form 

^r ^ al + a^a^ + oA 
V ' ^ ai + «2 / 



8) 



W 



F 



a\ -f- «2 

gegeben werden kann, in welcher F den Flächeninhalt des 
Trapezes bedeutet. Diese Gleichung Nr. 8 sagt aus: W hat 
den Betrag, welchen es haben würde, wenn w überall den 
Wert hätte, welchen es im Schwerpunkte des Trapezes 
hat. (Vergleiche § 14, Abschnitt B, V.) 

II. Man berechne nun den Wert W des trapezförmigen Land- 
teils A'ABB' (Figur 58 auf Seite 167) auch für den Fall, daß 
an Stelle des Gesetzes Nr. 1 das Gesetz 

9) w = Co + Ci{a2--y) 

gilt, also d^r Wert w der Flächeneinheit sich zusammensetzt aus 
einem konstanten Betrage Cq und aus einem veränderlichen, 
welcher dem Abstände von der zu g parallelen Geraden Ä pro- 
portional ist und für die Einheit desselben den Betrag C\ hat 
(wobei Co und Ci wieder positiv gemeint sind). 

Andeutungen zur Lösung. 

An die Stelle der Gleichung Nr. 4 tritt: 

h ffi + a? tan a 

10) W= f j{co + c, («2 — y)) dx dy. 



O 
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Hieraus folgt, vfenn die beiden Integrationen ausgeführt 
werden: 

11) W=^b {(öl + as) Co+U^ «2' + 2 aia2 - «i^) ct}. 

Anmerkung. Man vergleiche Nr. 7 mit Nr. 11, gebe 
auch ein Zahlenbeispiel. 

in. Femer berechne man den "Wert W des trapezförmigen 
Landteüs A'ÄBB' (Figur 58) für den FaU, daß (statt Nr. 1 oder 
Nr. 9) das Gesetz 



12) 



tV = Co-\- 



c2 + y 

gilt, in welchem c^j Ci und C2 wieder positive Konstanten be- 
zeichnen, y den Abstand von der Geraden g bedeutet 

Andeutungen zur Lösung. Die Gleichung 

h Oi-^x tan a 

13) W=ff(c. + --^)ä.äy 



O 



tritt hier an die Stelle der Gleichungen Nr. 4, bezüglich 10. 
Sie gibt zunächst: 



14) W= aibco + -2 b^Co tan a + d fl 






dx. 



Das noch übrige Integral hat im wesentlichen die Form 
Jlvdv, Da nun bekanntlich 

15) flvdv = v(lv—l) 

ist, so hat man 



öl + C2 + o; tan « / a\ -\- C2 + a; tan a 







-0- 



tan a \ €2 

Jetzt sind die Grenzen und 6 einzuführen; u. s. f. 

B. 
Wert eines dreieckförmigen Landteiles. 

Ein dreieckiger Landteil ABC (Figur 59 auf Seite 170) sei 
bestimmt durch 

AC=^b, AB=c, ^CAB = a. 



r 
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Er sei nur von AB aus zugäoglicli und ausnutzbar. Demgemäß 
wachse der Wert to der Flächeneinheit, wenn der Abstand Ton 
C zunimmt. Das Waehstumsgeaetz laute: 

IT) «1= Co + c-ir% 

wüLi'i Co und c-2 positive Konstanten sein sollen, r der Abstand 
, der Ecke C. 




Unter Verwendung des in der Figur ang^ebenen Koonü- 
natonsystems, dessen F-Achse mit AB gleichlaufend ist, berechne 
man durch Doppelintegration den Landwert W, ausgedrückt durcli 
b. <: a, Ca und c^. 

Sodann drucke man iJiu aus durch 6, a, nämlich BG^ durch 
den ein geschlossenen Winkel ;■ ^ ACB^ durch c„ und Cj. 

Hierauf bestimme man den durch die Gleichung 
Land wert 
rlacheninhalt 
defuilerten Mittelwert der Flächeneinheit, wie auch seine Be- 
ziehung zum Trägheitshalbmesser des Dreiecks ABO he- 
y,iiylich des Punktes C. 

Endlich wende man die Ergehnisse an auf den Sonderfall, 
in welchem der Winkel AGB ein rechter ist. 

Andeutungen zur Lösung. Das bei P befindliche Flächen- 
elcment hat den Inhalt 

sin a .dxdy, 
wobei 

Demgemäß ist der Wert eines durch PiPj angedeuteten nn- 
endlich schmalen Fläche nstreifens ausgedruckt durch 
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/ (Co + C2 r^) sin a , dxdy. 



J/ = 



Daher hat man: 






19) 



Tr= / hco-\- €2 r^) sin a .dxdy. 



o o 

wobei 

20) r = 1/^^ + y* — 2 :ry cos er . 

Die Durchführung der beiden Integrationen gibt: 

21) W= ~ hc sin a/e c« + Ca (a 6 (6 — c cos a) + c^)!. 

Zufolge der Beziehungen: 

22) csina = asin;^, 

23) b — ccosa = acosy^ 

24) c^ = a^-^h^—2abcosr 
darf für Nr. 21 gesetzt werden: 

25) W=l^ahsmyiQCo + (a* + 6^ -f a6 cos y) ^2}. 

Also hat naan für den Mittelwert der Flächeneinheit: 

26) Wni = Co-{- j{a^-^h^ + ab cos y)c2> 

Er ist Dfüthin gleich dem w derjenigen Dreiecksstellen, welche um 

__ Ja^ + b^-\- ab cos y 

27) ^-1^ , 

nämlich um den Trägheitshalbmesser der Fläche, von der Ecke C 
abstehen. 

Für y =z 90^ vereinfachen sich die Ergebnisse in selbst- 
verständlicher Weise. 

C. 

Anregungen und Anmerkungen, 
tstreffend Landwertsberechnungen, Fj^ächenteilungen und 

Grenzenregelungen. 

I. Der Inhalt der §§ 14 und 19 kann Anregungen und 
Material zu einer mathematischen Theorie der Landwerte 
cirbieten; insbesondere zu einer mathematisch-volkswirt- 
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schaftlichen Untersuchung des Einflusses, welchen Verkehrs- 
wege (Straßen, Eisenbahnen, Kanäle) und Verkehrsmittel- 
punkte (Eisenbahn -Haltestellen, Wirtschaftshöfe, Ortschaften, 
Städte) auf die Vergrößerung der Landwerte ausüben. 

Bei solchen Untersuchungen wird man zunächst einen Ver- 
kehrsweg in Betracht ziehen, oder einen Verkehrsmittelpunkt; 
dann deren mehrere; zuletzt auch das gleichzeitige Ein- 
wirken von Verkehrswegen und Verkehrsmittelpunkten. 

Das Rechteck, das Trapez, das Dreieck und der Kreis- 
ausschnitt werden dabei^ wie es in den §§14 und 19 schon 
geschehen ist, als die Grundformen der Landteile zu be- 
nutzen sein. 

Eine der zunächst zu lösenden Aufgaben wird darin be- 
stehen, zu untersuchen, welche Steigerung S der Urwert V 
eines rechteckigen Landteils erfährt, wenn mehrere seiner 
Seiten (zwei, drei oder alle vier) zu Verkehrswegsachsen werden 
und man die Gesetze kennt, nach denen hierbei der Flächen- 
einheitswert to zunimmt. (Beispiel: Übergang einer rechteck- 
förmigen Feldfliäche in eine Eckbaustelle oder in einen 
„Block''.) 

n. Ist ein Erzeugungsgebiet umschlossen von einem Ab- 
satzgebiete, oder von Verkehrswegen, so wird sein Flächen- 
einheitswert w fast immer von innen nach außen wachsen; 
befinden sich im Innern eines Erzeugungsgebietes Verkehrs- 
mittelpunkte oder Verkehrswege, so wird w von innen 
nach außen abnehmen. 

Auch Ursachen, welche die Fruchtbarkeit /der Landteile 
erhöhen (z. B. Wasserreichtum), oder herabdrücken (z. B. der 
Rauch von Hüttenwerken), werden als Veranlassung zum Wachsen 
oder Abnehmen de& w auftreten. 

ni. a) Ist der Wert w der Flächeneinheit eines Landteils 
eine Funktion des Abstandes y von einer Geraden, z. B. von 
einem geradlinigen Verkehrswege, so kann die Wertsberech- 
nung beliebig begrenzter ebener Flächen auf die von Trapezen 
oder Rechtecken zurückgeführt werden. (Man sehe hierüber 
die Figuren 36 bis 41 auf Seite 84 bis 88.) 

ß) Es kann (wie vorher erklärt, oder wenigstens angedeutet 
wurde), aus wirtschaftlichen Gründen, bei derartiger Abhängig- 



r 
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keit vorkommen, daß u? mit wachsendem y wächst, wie auch, 
daß es mit wachsendem y abnimmt. 

Eine sehr einfache Funktion, welche das Erstere ausdrückt, 
wurde im Abschnitt A, V, des § 14 (Gleichung Nr. 26 daselbst) 
und im Abschnitt A, I des § 19 (Gleichung Nr. 1) genannt. 

Die dort angeführte Funktion hat die Eigenschaft, daß w 
für keinen in Betracht kommenden Wert von y negativ, zu 
Null, oder unendlich groß wird, was dem wirtschaftlichen Sinne 
des w v^dersprechen würde. Es ist jene Funktion ferner so be- 
schaffen, daß die für die Landwerts-Berechnungen nötigen Inte- 
grationen sich sehr leicht durchführen lassen. 

Man prüfe In diesen Beziehungen auch andere sachgemäße 
Funktionen, also Wertsveränderlichkeits- Gesetze; zunächst das 
Gesetz: 

28) w = Co + ciy -{- c^y^ + + c«l/^ 

Insbesondere erwäge man, ob fiir die Praxis der Vermessungs- 
lehre und Baukunde (nämlich bei Grundstücksteilungen, 
Grenzenänderungen etc.) die Voraussetzungen 

29) w = Co + Cxy 

(geradlinige Veränderlichkeit; identisch mit Nr. 26 des § 14), 
oder 

30) w — Co'\- C2y^, 
oder 

31) w = Co-\- ciy -\- C2y^ 
(parabolische Veränderlichkeiten) ausreichen werden. 

y) Funktionen, welche aussagen, daß w mit wachsendem y 
abnimmt, sind im § 14 unter Nr. 1, 10 — 13 und 21 genannt 
worden. Man prüfe sie und andere derselben Art bezüglich 
der im vorstehenden Abschnitte ß genannten Eigenschaften; so 
z. B. die Funktionen 

32) «c; = Co + ci (* — y) + C2 (*-y)2 + + CnQc-yY.y ^h, 

(siehe § 19, Abschnitt A, II); femer: 

33) w= ^ 



34) w = 



35) w = 



Co + Ciy' 

1 
Co + C2y^ ' 

1 



Co + cxy ^c^y 



2 ' 
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36) 



w = 



»i 



Co-\r Cify 

■ 

Insbesondere untersuche man, ob für die Bedürfnisse der Ver- 
messungslehre und der Baukunde die Benutzung einer oder 
mehrerer der Funktionen 



w = Co — C2y% 



r2 



37) 

38) 

39) w=Co — Cxy — C2y' 

ausreichend und empfehlenswert ist, wobei, um das Negativ- 
werden des u) zu verhindern, es nötig sein würde und zulässig 
seiu laüßte, bei Nr. 37 das y an die Bedingung 



40) 



Ciy<^Co, also y 



Ci 



zu binden; ferner bei Nr. 38 an die Bedingung 

41) C2y^ < Coy also y < ]/-^ ; 

bei Nr. 39 an die Bedingung 

42) Ci2/ + C2y^<^o- 

Bei günstigen Ergebnissen der genannten Prüfungen führe 
man Landwertsberechnungen (auch Grundstücksteilungen und 
Grenzenregelungen) mit Benutzung der Funktionen Nr. 32 bis 39 
durch.*) 

cJ) Man gebe schließlich an, ob und wie der Fall des Ah- 
ne hm ens (von w^ bei wachsendem y) sich auf den des Zu- 
nehmens zurückführen läßt; etwa dadurch, daß man h — y an 
Stelle von y benutzt und für h — y eine neue Veränderliche in 
die Integrale einführt (Gleichung Nr. 32); oder dadurch, daß 
man abzuziehende Glieder anwendet, wie in Nr. 37, 38 und 39. 

(Ein Abnehmen in der Richtung von M nach N ist ein 
Zunehmen in der Richtung von N nach M, Das Gesetz, 
nach welchem die Abnahme oder Zunahme erfolgt, wird oft nicht 
bekannt sein, oder für die Durchführung von Berechnungen nicht 
geeignet. In vielen oder in allen Fällen der Praxis werden sich, 
mindestens näherungsweise, die Gesetze Nr. 37, 38 oder Nr. 39 
benutzen lassen; oder die ihnen entsprechenden Nr. 29, 30 und 
31. Dann aber liegt eine große Einfachheit der rechnerischen 



*) Siehe die Anmerkung am Fuße der Seite 103. 
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BehandluBg der Landwertsberechnungen, Grundstücks- 
teilungen und Grenzenverlegungen vor, was für die Geo- 
däsie und für die Bauwissenschaft ganz besondere Be- 
achtung verdient.) 

IV. Ist der Wert w der Flächeneinheit eine Funktion der 
Entfernung r von einem Punkte, z. B. von einem Verkehrs- 
zentrum, so läßt sich die Wertsberechnung beliebig begrenzter 
Flächen auf die von Kreiiöausschnitten oder Dreiecken zu- 
rückführen. (Man sehe § 14, Abschnitt E und § 19, Abschnitt B.) 

Aus naheliegenden wirtschaftlichen Gründen kann es (was 
vorher erklärt wurde) bei solcher Abhängigkeit vorkommen, daß 
w mit wachsendem r zunimmt, wie auch, daß es mit wachsendem 
r abnimmt. 

Eine Funktion, die ersteres ausdrückt, wurde im § 14 unter 
Nr. 46 genannt; eine, welche letzteres aussagt, ist daselbst 
unter Nr. 47 angeführt worden. 

Man prüfe diese Funktionen von r in dem für die Funktionen 
von y vorher (unter III) genannten Sinne. Ferner prüfe man 
in diesem Sinne auch andere Funktionen; so beispielsweise 



43) w = Co -\- Cir**, n ^ 1 ; 

44) tv = Co + ct (k — r) -^ C2 (k — ry + + Cn(k — ry\ r<k; 

(* 

45) w = Co — CiT, CiV < Coy also: r < — ; 

^1 



46) w =^Co — c^r^^ c^r^ < r«, also: r < y-^ ; 

' C2 

47) w = Co — CiT — C2r^^ C\r -f- ^2**^ < Co, 

Anmerkung. Siehe Nr. 29, 30 und 31 (nebst den zu- 
gehörigen Anmerkungen) bezüglich Nr. 45, 46 und 47; 
femer Nr. 32 in Bezug auf Nr. 44. 

Bei günstigen Prüfungsergebnissen benutze man die Ver- 
änderlichkeitsgesetze Nr. 43 bis 47 zu Landwertsberechnungen, 
Grundstücksteilungen und Greazenregelungen. 

Auch gebe man an, ob und wie der Fall des Abnehmens 
(von w bei wachsendem r) auf den des Zunehmens zurück- 
geführt werden kann. 

V. Es stehen die Landwertsberechnungen in sehr nahen 
Beziehungen zu den Berechnungen von Flächeninhalten (§ 2), 
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Massen und Gewichten (§11), Mittelwerten (§4), Schwer- 
punkten (§ 12 und 17), Trägheitsmomenten (§ 13 und 18), 
Anziehungen (Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anw^en- 
dungen der Integralrechnung, § 34 und 35) u. s. w. Man unter- 
lasse nicht, dies näher zu erörtern, und gebe an, wie jene Be- 
ziehungen sich für eine mathematisch-volkswirtschaftliche Theorie 
der Land werte ausnutzen lassen. 

VI. Femer untersuche man, ob und wie die Ergebnisse 
Nr. 7 (auf Seite 168), Nr. 11 (Seite 169) und Nr. 21 oder 25 
(Seite 171) sich zur Teilung trapezförmiger, bezüglich drei- 
eckiger Flächen benutzen lassen, wenn für die Veränderlichkeit 
der Einheitswerte derartiger Flächen die Gesetze Nr. 1, beziehent- 
lich Nr. 9 oder Nr. 17, gelten. (Vergleiche § 14, Abschnitt F.) 



§ 20. Abbanwerte. Gewichte. 

A. 

Man denke sich auf irgend einer Bodenfläche, deren Form 
bekannt ist, ein Landstück, dessen Gestalt (Begrenzungs weise) 
man kennt. Man denke sich ferner unter demselben eine ab- 
zubauende Masse (z. B. Lehm) von bekannter Tiefe. Der Geld- 
wert w der Raumeinheit, etwa des Kubikmeters, der letzteren 
wird nach irgend einem Gesetze veränderlich sein; schon 
wegen der Förderungskosten; in vielen Fällen auch noch aus 
anderen Gründen. 

Wenn es sich nun darum handelt, den Abbauwert W der 
gesamten in Betracht kommenden Masse zu berechnen, so bedarf 
es hierzu im allgemeinen einer Integration; in vielen Fällen 
nur einer einfachen; in manchen einer mehrfachen. 

Als Beispiele für die Behandlung solcher Abbauwerts- 
Berechnungen mögen die unter B und C hier folgenden Auf- 
gaben dienen. 

B. 

Auf einem nach einer Kugelfläche gekrümmten Hügel, 
von welchem OABC(Figu.T 60 auf Seite 177) ein Viertel darstellt, 
liegt ein Landstück CDE. Es hat die Form eines bei C recht- 
winkligen sphärischen Dreiecks. Der Kugelmittelpunkt befindet 
sich in O^; der Halbmesser (OiAi = O^Bi = 0^0) ist von der 
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Länge c. Der Grundriß 0^ Di Ei des sphärischen Dreiecks CDE 
hat die Kathetenlängen 

OiDi = a, OiEi = b. 

Flg. 60. 




Der Wert w der kubischen Einheit des zwischen den Dreiecken 
CDE und Ol Dl El befindlichen Materials nimmt ab, wenn die 
Tiefe zunimmt. Er ist an jeder Stelle proportional dem senk- 
rechten Abstände von der Ebene OiAiBi und fiir die Einheit 
dieses Abstandes gleich k. 

Es soll der Abbau wert W der ganzen Masse CDEOiDiEi 
berechnet werden, ausgedrückt durch a, 6, c und k, 

Lösung. Wir benutzen ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system, für welches OiAi die Richtung der positiven x ist, 
OiBi die der positiven y, OiC die der positiven g. Dann hat 
der allgemein liegende Massenpunkt P die Koordinaten 

OiL = x, LM=y, MF = z. 
Femer ist 

1) w=^kz\ 

und das bei P befindliche bausteinförmige Massenelement besitzt 
den Inhalt dxdydjs^ also den Abbau wert 

2) kadxdydz, 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. T. IV. 12 
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Die Hügeloberfläche ABC hat, als Kugelfläche, die Gleichung 

3) x^ + y^-{- zi" = c\ 

wenn mit z\ die Strecke MT\ bezeichnet wird; die Gerade Di^i 
besitzt die Gleichung 

4) 



^ + ^ = 1 



wenn man mit yi die Strecke LJlfi bezeichnet. 

Da nun, um W zu erhalten, die Funktion Nr. 2 in Bezug 
auf z zu integrieren ist von ilf bis Pi, dann in Bezug auf y 
von L bis Jtfi, endlich in Bezug auf x von 0\ bis Di (wenn 
die genannte Reihenfolge der Integrationen benutzt wird), so 
ergibt sich: 



5) 



TF 



= 11 j kjsdxdydjsf. 



o o 



Bei Durchführung der ersten Integration wird dies zu: 



a — (a — x) 
a 



6) 



W 



= f (\k{e — x^ — y'^dxdy. 



o o 



Man schreibt hierfür besser: 



^(«-x) 



a 



7) 



W= j k I dx Uc^ — x^ — y^) dy. 



Nun gibt die Durchführung der zweiten (auf y sich be- 
ziehenden) Integration zunächst: 



a 



8) F= I äJ|(c* - .r») 1 (a - a;) - ;- -^ (a - ^)'' 
Wird das sachgemäß umgeformt, so entsteht: 



dx. 



9) 



a 

Tr= 1^ rfac" — ax« — c^x + a;» - ^,- (a — xy j (ia;. 



Demgemäß erhält man scliließlich : 

10) W= ~ ab (6 c^ — P- a«) Z; 

als Abbau wert der Masse CD EOiD^E^. 



Mehr&che Integtationesi. 



In einer Wagerechtebene OXT (Figur 61) liegt ein 
■echteckiger Landteil OACB mit den Seitenlängen 
OA = a, OB=b. 



qx 





Unter ihm befindet sich ein abzubauender StoiF, und zwar bei 
bis zu der Tiefe 

bei A bis zu der Tiefe 

AAi = Ci, 

bei S bis zu der Tiefe '. 

BBi = C2. 

Es ist dieser Stoff, was man aus Bohrungen entnommen bat. 

unten durch eine Ebene OiAiCiBi so begrenzt, wie die Figur Gl 

es zeigt. 

Der Wert w der Kaumeinheit des Stoffes nimmt bei zu- 
nehmender Tiefe ab. Er ändert sich nach dem Gesetze 

U) tü = y,-\-yi (c„ — s)-\-r2 (c» — ey, 

in welchem y„, yi und y^ drei positive Konstanten sind und r 
die Tiefe, also den senkrechten Abstand von der Wagereclit- 

12' 
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ebene OXY bedeutet, mithin Cq — ^ den Abstand von der zu 
OXT paraUelen Ebene Oi Xi Ti .*) 

Es soll der Wert W der ganzen abzubauenden Masse 
OÄCBOiAiCiBi berechnet werden. 

Andeutungen zur Lösung. Denkt man sich die allge- 
meine Stelle P des abzubauenden Stoffes bestimmt durch die 
rechtwinkligen Koordinaten 

* OL = x, LM=y, MP=--z, 

so hat das daselbst befindliche bausteinformige Raumelement 
den Wert 

12) wdx dy de = ^yo + n i^o — ^) + ^2 i^o — ^f) ^^ ^V ^^• 

Da nun, um W zu erhalten, integriert werden muß 

in Bezug auf e von M bis Pi, 

r> r, y r^ L ^ Mu 

n n .r> '^ n ^ n -^) 

wenn die angegebene Reihenfolge der Integrationen benutzt 
wird, so ist 

] 3) W=f f f{ro + n (<•<, - ^) + r^ (f., - ef) äx dy dz. 



Hierbei kann ^i der Gleichung der Ebene OiAiCiBi entnommen 
werden. Sie lautet, wenn 

OQ = q und OR = r 
gesetzt wird: 



14) 

oder 
15) 



^ + ^ + £L = i, 
q r Co 



,. = e<,(l-|-^). 



Dabei ist g zufolge der Ähnlichkeit der Dreiecke OQOi und 
AQÄi bekannt. Man hat nämlich: 



*) Die drei positiven Vorzählen (Koeffizienten) yo, yi und y^ 
werden als gegeben vorausgesetzt. Sie lassen sich, wenn 
nicht unmittelbar bekannt, mittels der Gleichung Nr. 11 leicht 
berechnen, wenn man für drei Tiefen die zugehörigen w kennt 
(Siehe: Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der 
Differentialrechnung, § 23 der zweiten Auflage.) 
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16) q:Co = q— a:Ci 
also 

17) q= ^^'^ 



Femer kennt man r wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke OROi 
und BRB\y sie lehrt, daß • 

18) r: c'o = r — 6: C2, 

mithin 



19) r = 



hco 



C0 — C2 

Die obere Grenze ^1 der ersten der in Nr. 13 vorkommenden 
Integrationen ist also, gemäß Nr. 15, 17 und 19, bekannt. 

Für keine der drei Integrationen gibt es Schwierigkeiten. 
Man sehe § 18, Abschnitt D. 

D. 

Abbauwerts-Berechnungen der unter A, B und C behandelten 
Art sind, was man leicht erkennt, gleichbedeutend mit der Be- 
rechnung des Gewichtes von Körpern, deren Dichtigkeit sich 
gesetzmäßig ändert. (Siehe: Fuhrmann, naturwissenschaftliche 
Anwendungen der Integralrechnung, § 30.) 

In manchen Fällen (und zwar in besonders einfachen) 
stimmen sie überein mit der Berechnung von statischen Mo- 
menten oder Trägheitsmomenten. 

Es sind ferner derartige Abbauwerts-Berechnungen räum- 
liche Seiten stücke zu den in den §§14 und 19 behandelten 
Landwerts -Berechnungen. Das in den §§ 14 und 19 Ge- 
sagte möge daher auch für den vorliegenden § 20 Beachtung 
finden. 

Besonders wolle man beachten, daß die hergeleiteten Abbau- 
werts-Formeln zur Lösung von Aufgaben, welche Teilungen 
oder Grenz enlegun gen betreffen, verwendet werden können. 
(Es läßt sich, was als Beispill dienen möge, die Gleichung 
Nr. 10 benutzen, um zu entscheiden, wo die mit EDDiEi (Figur 60 
auf Seite 177) gleichgerichteten zwei Senkrechtebenen liegen, 
welche die Masse CDEOtDiEi derartig teilen, daß die Werte 
TTi, 1^2, Ws der drei Teile in vorgeschriebenem Verhältnisse 
stehen, sich etwa verhalten wie 2:5:7.) 
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§ 21. Anregungen nnd Anmerkungen, welche banwlssenscliaftliclie 
Anwendungen mehrfacher Integrationen betreffen. 

Man benutze die unter I bis VII folgenden Andeutungen 
und Literaturangaben womöglich als Anregung zu eigenen 
Untersuchungen; mindestens *aber als Beispiele fiir das Vor- 
kommen der mehrfachen Integration auf verschiedenen Gebieten 
der Bauwissenschaft. 

I. 

Näherungsweise Ersetzung einer Funktion f {x, y) durch eine 

andere Funktion 9 (a;, y)*) 

Wenn es sich darum handelt, innerhalb vorgeschriebener 
Grenzen eine Funktion zweier Veränderlichen, z. B. 

1) f{x,y) = x^-^y\ 
durch eine andere, etwa durch 

2) (p (x, y) = Co + CiX + C22/, 

zu ersetzen, so kann man im wesentlichen ganz so verfahren, 
wie es im Abschnitte I des § 15 für Funktionen einer Ver- 
änderlichen angedeutet worden ist. Es führt dies auf bestimmte 
Doppelintegrale, wenn (wie dort unter a) die Bedingung ge- 
stellt wird, daß die Summe der Quadrate aller ^Fehler" 
am kleinsten sein soll. 

Näheres hierüber durch: Schlö milch, Übungsbuch zum 
Studium der höheren Analysis, T. II, § 39 der 4. Auflage. Hier 
ist durch Benutzung des angedeuteten Verfahrens beispielsweise 
gezeigt, daß, unter der genannten Bedingung, näherungsweise 

falls 

4) l>a:>y>0 

als Spielraum vorgeschrieben 'N^rd; ferner, daß näherungsweise, 
auf 5 Dezimalstellen abgerundet, 

5) }/l-\-X^ + y^ = 0,86069 + 0,48702 X + 0,28626 y, 
wenn 

6) 1 > o; > y > 0. 



•) Siehe § 15, Abschnitt I. 
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Graphische Integration.*) 

Bezüglich derselben beachte man, außer der im Abschnitte II 
des § 15 genannten Literatur, die folgende: 

Nehls, Gh., die höheren Integralcurven und die Momente 
der Flächen ebener Curven. (Zeitschr. f. Bauwesen, 
Bd. 39, S. 294—310. — Besprochen auf S. 892 u. 893 
des Jahrganges 1889 des Jahrbuchs über die Fort- 
schritte der Mathematik.) 

Massau, memoire sur l'intigration graphique et ses appli- 
cations, 1887. (Schon der auf S. 285—288 des XIX. Bandes 
des Jahrbuchs über die Fortschritte der Mathe- 
matik gegebene Bericht läßt erkennen, daß das Werk 
auch für die Bauwissenschaft von Wichtigkeit ist; 
so z. B. in Bezug auf statische Momente, Trägheits- 
momente, Schubkräfte und Biegungsmomente 
von Balken, Gleichgewichtscurven, Erdarbeiten 
für Wegebauten, Festigkeit der Mauerwerke, hy- 
draulische Achsen von Wasserläufen u. s. w.) 

III. 

Mittelwerte.**) 

a) Allgemeines über Mittelwerte der Funktionen 
von zwei oder drei Veränderlichen. 

Man sehe: 

Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der In- 
tegralrechnung, § 29, Abschnitt A; § 31, Abschnitt A. 

Schlömilch, Übungsbuch zum Studium der höheren Ana- 
lysis, Teil II, § 36, Abschnitt 2 und 3 der 4. Auflage. 

b) Der mittlere Abstand q eines Punktes von einer 
ebenen Fläche. 

Es sei die Fläche (welche als ein zu bebauender Land- 
teil, als ein Erzeugungsgebiet, oder als ein Absatzgebiet 
gedacht werden möge) auf ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system bezogen, als dessen Ursprung man den vorgeschriebenen 



*) Vergleiche § 15, IT. 
**) Siehe § 4. 
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: benutzt hat. Der Inhalt der Fläche möge O genannt 
5n; ihr allgemeiner Punkt P. Dann sind x und y die 
linaten von P; femer ist dx dy der Inhalt des bei P be- 
jhen Flächenelements und 

r = ]/x^ + y^ 

\.bstand von 0. (Man zeichne die hierzu gehörige Figur.) 
)en mittleren Abstand q definiert mm die Gleichung 

Q0= f frdxdy = j f]/x^-^y''dxdy, 

reiche die Integrationsgrenzen «/o, ^i, ä:© und o^'i sich in 
L besonderen Falle aus der Art der Begrenzung der be- 
Qden Fläche ergeben. (Die nahe Beziehung der Gleichung 
zu Gleichungen, welche statische Momente von Flächen 
ücken, möge beachtet werden.) 

Benutzt man polare Koordinaten, statt der rechtwinkligen, 

> sich also P bestimmt durch r und die zugehörige Ano- 

Ö, so tritt das Flächenelement rdßdr an die Stelle des 

Bntes dxdy. Es ist dann q definiert durch die Gleichung 

Q0=f fr^dSdr, 

i die Integrationsgrenzen in jedem Sonderfalle wieder aus 
*'orm der betreffenden Fläche folgen und Nr. 9 in der eiu- 
ren Form 



öl 

Öo 

3en werden kann. 



'"-'/' 



Man sehe : Schlömilch, Übungsbuch zum Studium der 
:en Analysis, Teil II, § 37, Abschnitt II der 4. Auflage, wo 
Beispiele das Dreieck, der Kreis und die Ellipse be- 
elt sind. 

Femer benutze man folgende Literatur: 

Bermann, zur Lehre vom mittleren Radius, 1888; S. 3 — 6. 
(Geschichtliches.) 
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Czuber, geometrische Wahrscheinlichkeiten und Mittel- 
werthe, 1884, S. 196, Nr. 160. (Mittlere Entfernung 
eines Punktes des Kreisumfanges von der Kreis- 
fläche.) — S. 197—201, Nr. 162—164. (Mittlerer Ab- 
stand der Dreiecksfläche von einem ihrer Eckp unkte.) 

Drobisch, mittlere Radien der Linien, Flächen und Körper, 
S. 138 und 139, Nr. 2. (Das Dreieck betreffend.) 

Grunert, die mittlere Entfernung einer Figur von einem 
Punkte, 1848. (Der sogenannte ^Abstand des Ackers 
vom Hofe".) 

IV. 

Elastizität und Festigkeit; 
insbesondere: Biegung, Bruch, Knickformeln. 

Neben der im Abschnitte VI des § 15, im Abschnitte 11 des 
§ 27 und im Abschnitte lü des § 33 genannten Literatur benutze 
man die nachstehende, welche mehrfache Integrationen ver- 
wendet: 

Bach, Elasticität und Festigkeit. S. 282 — 289 (Durch- 
biegung mit Rücksicht auf die Schubkraft). 

Gottgetreu, Lehrbuch der Hochbau-Konstruktionen; Teil II. 
S. 62 — 66 (Biegungsfestigkeit gerader prismatischer 
Balken). 

Navier, Mechanik der Baukunst; übersetzt von Westphal; 
2. Auflage. § 76 — 80 (Widerstand eines stabförmigen 
Körpers gegen Biegung); § 81 — 85 (Die Elastizitäts- 
momente rechteckförmiger, rhombischer und kreisförmi- 
ger Querschnitte); § 112 — 120 (Widerstand stabförmiger 
Körper gegen Bruch; die Bruchmomente der wichtigsten 
Querschnitte).*) 

Weisbach-Herrmann, Lehrbuch der theoretischen Mecha- 
nik; 5. Auflage. § 220 und 221, 225 und 226 (Biegung 
stabförmiger Körper; Biegungsmomente im allgemeinen); 
§ 231 und 232 (Biegtingsmomente kreisförmiger und 
elliptischer Querschnitte, elementar hergeleitet). 



*) Das Elastizitätsmoment und das Bruchmoment des Rechtecks 
sind (in den §§ 83, bezüglich 117) auch für den Fall behandelt, 
in welchem die Achse keiner der Rechteckseiten gleich- 
gerichtet ist. 
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. Weyrauch, J., Aufgaben zur Theorie elastischer Körper. 
1885. 

Ferner beachte man folgende Abhandlungen: 

Alibrandi, P., alcune nuove formole sulla resistenza dei 
tubi metallici. (Annali della societk degli ingeg- 
neri e degli architetti Italiani, 1899; parte U; 
199 — 217.) 

Ktibler, J., die richtige Knickungsformel. (Zeitschr. d. 
Ver. deutsch. Ing., 1900, S. 82 — 84, 738—742.) 

Preaudeau, de, recherches exp^rimentales sur les pieces 
droites chargees par bout. (Ann. des ponts et chauss., 
1894, I, 498 — 604.) 



V. 

Holz-, Metall- und Steinkonstruktionen; 
insbesondere: Bögen, Brücken, Tragwerke.*) 

Folgende Arbeiten (welche alle von mehrfachen Integrationen 
Gebrauch machen) seien der Beachtung empfohlen: 

Barton, G. F., a graphical method for the Solution of 
Stresses in «the continuous girder, as applied to draw 
bridges. (Proceedings of the American Society 
of Civil Engineers, 1901, S. 924 — 940.) 

Belliard, memoire sur le calcul de la resistance des arcs 
paraboliques ä grande fleche. (Ann. des ponts et 
chauss., 1893, 11, 759 — 847.) 

Collignon, Ed., notes sur la rdsistance des arcs para- 
boliques surbaiss^s. (Ebenda, 1890, I, 385 — 471.) 

Grüning, M., Reissner, H., eine neue Fahrbahnanord- 
nuDg für eiserne Straßenbrücken. (Centralbl. d. Bau- 
verw., 1897, S. 190—191.) 

Häseler, E., Berechnung der Flügel massiver Brücken. 
(Zeitschr. d. Arch.- u. Ing.-Ver. zu Hannover, 1872, 

S. 207—222.) 



♦) Siehe § 15, VII; § 27, III; § 33, VI. 
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Willmann, L. v., zur Berechnung der Rollvorrichtungen 
für Brückenverschiebungen. (Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ingen., 1886, S. 914—917.) 

Zschetzsche, A., theoretische Erläuterung des Koechlin'- 
schen Entwurfes im Brückenbewerb Budapest. (Cen- 
tralbl. d. Bauverw., 1895, S. 493—495, 505—507.) 

, zur Berechnung von Tragwerken mit veränderlicher 

Höhe. (Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 
1895, S. 572— 576, 584-589.) 

vr. 

Wasserdruckmittelpunkte ebener Flächen.*) 

Siehe: Sohncke, Aufgaben aus der Integralrechnung, 4. Auf- 
lage, Seite 155 — 157. (Hier ist, durch Doppelintegration, der 
Druckmittelpunkt bestimmt 

a) für einen Kreis, dessen Umfang die Oberfläche der 
Flüssigkeit berührt; 

b) für ein vollständig untergetauchtes Dreieck mit wage- 
rechter Grundlinie und nach oben gekehrter Spitze; 

c) für ein Flächenstück, begrenzt durch eine Parabel, 
deren Achse und eine dazu senkrechte in der Flüssig- 
keitsoberfläche liegende Ordinate; 

d) für die Grundfläche eines geraden Kreiszylinders, 
dessen Achse mit der Senkrechten einen vorgeschriebenen 
Winkel einschließt.) 

VII. 
Schlußbemerkungen zum Kapitel II. 

Es mögen ferner die nachfolgenden vermischten Arbeiten, 
welche, wie die vorhergehenden, bauwissenschaftliche An- 
wendungen der mehrfachen Integration betreffen, zur Be- 
nutzung empfohlen sein: 

Gadart, G., note sur les calculs de resistance d'une car- 
casse de porte d'^cluse. (Ann. d. ponts et chauss., 
1900, m, 267—296.) 



*) Man vergleiche § 15, Abschnitt X. 
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Hermanek, J., die Haupt-Sammelcanäle in Wien. Theo- 
retische Untersuchungen ... . (Zeitschr. d. österr. 
Ingen.- u. Arch.-Ver., 1893, S. 622— 625, 637—641, 
653—656.) 

Kessle, C, mittlere Geschwindigkeit des Wassers in natür- 
lichen Gewässern. (Zeitschr. für Gewässerkunde, 
1899, S. 20-36.) 

Imbeaux, E., la Durance. Regime, crues et inondations. 
(Ann. d. ponts et chauss., 1892, I, 5 — 200.) 

Launhardt, wirtschaftliche Fragen des Eisenbahnwesens. 
(Centralbl. d. Bauverw., 1883, S. 237—241, 251—253, 
267-269, 275—276, 289—291, 304—306, 314-317.) 



Kapitel HI. 

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
ERSTER ORDNUNG. 



§ 22. Straßenproflle mit vorgeschriebenem Steignngsgesetze. 

A. 

Unter der Steigung $ einer geradlinig sich erhebenden 
Straße ÄB^ deren Längsprofil die Figur 62 andeutet, versteht 
man bekanntlich das Verliältnis 



der erstiegenen Höhe Ä, näm- 
lich CJ9, zu der WagerecJit- 
entfemung Z, nämlich AC. Es 
ist also 

V 

Demsfemäß hat man die 



Fig. 62. 



Jff 



A 




Steigung s einer Straße mit 

krummlinigem Längsprofil (Figur 63 auf Seite 190) durch die 

Gleichung 

dy 



2) 



dx 



tan T 



zu definieren,*) wobei x und y die Koordinaten OP' und PP 
des allgemeinen Profilpunktes P, bezogen auf ein geeignetes 
rechtwinkliges System XOT, sind. 

Es möge nun zunächst die Aufgabe gestellt sein, diejenige 
Straßenprofilkurve c zu berechnen, welche die Bedingung erfüllt, 
daß in jedem ihrer Punkte P die Steigung $ ein konstantes 
Vielfaches, nämlich das JTfache, des Wagerechtabstandes OP* 
dieses Punktes P von dem gewählten Nullpunkte ist; fem er 
die Bedingung, daß die Kui've durch einen vorgeschriebenen 



*) Siehe: Loewe, Straßenbaukunde; Seite 84, 109 uud 115. 
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*unkt Q geht, welcher von den Wagerechtabstand OQ' = a 
at und in der Höhe Q'Q = b liegt, wobei ^ ^ a, y^6 ge- 
aeint ist. 

Auch soll das Ergebnis der Rechnung auf einen beson- 
[eren Fall, nämlich auf 

3) K= 0,0002, a = 480 Meter, 6 == 12 Meter, 

nge wendet werden, wobei Q der Endpunkt der Straße sein 
löge, 

Fig. 68. 

r 




Lösung. Es ist verlangt, daß 

4) s=Kx 

ei. Man hat also in 

dy 



5) 



dx 



= Kx 



ie Differentialgleichung des Straßenprofils. 

Aus Nr. 5 folgt durch Trennung der Veränderlichen : 

6) dy = Kxdx. 
>as gibt durch Integration: 

7) y = Y ^^^ + Konstante. 

>a nun die Profilkurve durch den Punkt Q gehen soll, dessen 
Koordinaten a und h sind, so tritt zu Nr. 7 die Bedingung: 

8) & = Y ^^^ + Konstante. 
lUS Nr. 7 und 8 folgt, daß man in 

9) y-h=\K{x^-a^), 
der^ was auf dasselbe hinauskommt, in 
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10) x^ = ^{y-l + ^a*)='(y + 



Ka^ — Ih 



) 



die Gleichung der gesuchten Straßenprofilkurve hat. 

Es ist also diese Kurve eine gemeine Parabel, deren 
Achse mit der F- Achse des gewählten Koordinatensystems zu- 
sammenfallt, deren Scheitel 8 um die Strecke 



11) 



08 = 



K 



a' 



Ka* — U 



2 " 2 

anter dem Nullpunkte liegt und deren Halbparameter die Länge 

1 



K 



12) p = 

hat. 

Für den in der Aufgabe unter Nr. 3 genannten Sonderfall 
lautet die Gleichung der Profilkurve: 

13) a;« = 10000(^ + 11,04); 
es ist also hier: 

14) OS = 11,04 Meter, 

15) p = 5000 Meter; 

und es schneidet die Profilkurve die X-Achse in dem Wagerecht- 
abstande 

16) Xy=,Q = ]/ll0 400 Meter = 332,265 Meter 

vom Nullpunkte 0. 

An dieser Schnittstelle (y = 0) hat die Steigung 5, gemäß 
Nr. 3, 4 und 16, den Wert 

17) 5i = 0,0002 . 332,265 = 0,066, 

beträgt also rund 6V3 Prozent. Am Endpunkte Q hat sie den 
Wert 

18) 5^=0,096, 
beträgt mithin daselbst 9,6 Prozent. 



B. 

Man löse nun die im vorstehenden Abschnitte A behandelte 
Aufgabe für die Fälle, in welchen an die Stelle des Steigungs- 
gesetzes Nr. 4 die (leicht in Worte faßbaren) Gesetze 

19) s = K(a — x), 

K 



20) 



s = 



n-]- X ' 



Differentialgleichungen erster Ordnung. 

) s = K(b + n-y), 

egen, wobei sowohl die Koordinaten x und y, als auch die 
stanten K^ a, h und n als positiv vorausgesetzt sein sollen.*) 

Andeutungen zur Lösung. Für den ersten der genannten 
j ergibt sich leicht, daß die Profilkurve, bezogen auf das 
r A benutzte Koordinatensystem, die Gleichung 

(welche Nr. 9 entspricht). 

Für die anderen drei Fälle ergeben sich (beziehungsweise) 
Gleichungen 

^ ^ x-\-n' 

y = 6^n(6^("-^^-l), 

y = V3JS:(a; — o) + (w + 6)^- n. 

Art und Form der betreffenden Profilkurven kann man, 
aß Nr. 23—26, sofort angeben. Auch lassen sich diese 
jhungen, wie Nr. 4, leicht auf Sonderfälle anwenden. 
es möge geschehen. 



§ 23. Eine Oleichgewichtslinle. 

Der Punkt P (Figur 64 auf Seite 193), welcher auf der 
en, einfach gekrümmten Bahn c verschiebbar ist, unterliegt 
Wirkung folgender Kräfte: 

I. einem Drucke ?7, senkrecht nach unten, umgekehrt pro- 
portional dem Abstände von der horizontalen Geraden AB 
und für die Einheit jenes Abstandes gleich a; 



") Diese vier Gesetze (Nr. 19 — 22) erfüllen (was bei Nr. 4 nicht 
der Fall ist) die Bedingung, daß mit wachsender Horizontal- 
entfemung x (kleiner als a vorausgesetzt), bezüglich mit zu- 
nehmender Höhe y (kleiner als h gemeint) die Steigung «ab- 
nimmt. Das Erfülltsein dieser Bedingung ist für Straßen 
wünschenswert wegen der eintretenden Ermüdung der Wan- 
derer und der Zugtiere. 
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II. einem Drucke F, horizontal nach rechts, umgekehrt pro- 
portional dem Abstände von der Senkrechten AG und 
für die Einheit des letzteren gleich 6, 

wobei a und h als konstante, 

positive Zahlen vorausgesetzt Fig. 64. 

werden mögen. ^ J^ 

a) Nach was für einer 
Linie muß die starre 
Bahn c gewölbt (ge- 
krümmt) sein, wenn 
sich der Punkt P an 
jeder Stelle derselben 
im Gleichgewicht 
(in Ruhe) befinden soll? 

ß) Welcher Art ist die C 

Linie für b = a? 

Lösung, a) Wir nehmen die Richtung AC eis die der 
positiven x; AB als die der positiven y. Dann ist 




1) 



X y 



Femer muß, gemäß Figur 64, wenn keine Verschiebung statt- 
finden soll, 

2) tan (180 — r) = ^ 

sein, nämlich die Resultante R senkrecht zur Tangente t. Also: 

dy 



3) 



dx 



.1* h 



Daraus folgt durch Trennung der Veränderlichen: 

4) ■ 



— dy = — dx-, 
y X ' 



und durch Integration: 

5) — hly = alx -\- Konstante. 

Die Konstante ist hierbei nicht bestimmt. Wir setzen: 

6) Konstante = alk^ 

wobei Je eine willkürliche positive Unveränderliche bezeichnet. 
Dann haben wir: 

Fuhrmann, Anwendungen d. Tnflnitoshnalrechnung. T. IV. 13 



1: Differentialgleichungen erster Ordnung. 

) — bly = alx -\- alk, 

— hly = al(kx), 

ly = — -^l(hx), 

a 

!) y = (kx)~'^; 

r 

a 

y = Ax~~^, 

in mit Ä wieder eine willkürliche Konstante gemeint ist; oder 
h, statt Nr. 9: 

0) x^y^ = B, 

)ei B abermals eine willkürliche Unveränderliche bezeichnet. 

Die starre Bahn c muß also nach einer Kurve von der 
ichung Nr. 9 oder Nr. 10 gekrümmt sein. 

ß) Für 6 = a gibt das: 

1) xy = (7, 

)ei mit G wieder eine willkürliche Konstante gemeint ist. In 
lem Falle genügt also eine Schar gleichseitiger Hyperbeln 
gestellten Bedingung, daß der Punkt P überall im Gleich- 
ichte sein soll. 

Anmerkungen. Wird für die Kurven von den Gleichungen 
Nr. 9, 10 oder 11 die Lage eines Punktes vorgeschrieben 
(oder angenonunen), so sind die Konstanten J., B und C nicht 
mehr willkürliche, sondern bestimmte Größen. — Man sehe: 
Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der Integral- 
rechnung; § 36, 38 und 42. 



. Die Gleitkurve für das Gegengewicht einer Klappbrücke. 

A. 

Eine Gerade QPM (Figur 65 auf Seite 195), die man sich als 
ppbrücke (Zugbrücke) denken möge, ist um M drehbar 
hat das Gewicht G. Von der Mitte derselben geht ein Faden 
Pj (die Kette der Brücke), der die konstante Länge X be- 

über eine punktförmig (unendlich klein) gedachte Rolle B. 
lem Ende Pi wirkt das auf der starren Kurve SPi beweg- 

Laufgewicht Gi, Befindet sich die Gerade QPM in der 
ontalen Lage KLM^ so ist G^ in R und hängt senkrecht 
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herab (an einem unendlich kurzen Fadenstück). Es soll berechnet 
werden, auf was für einer Kurve RPi das Gewicht O^ beweg- 
lich sein muß, wenn es dem andern Gewichte O immer das 
Gleichgewicht halten soll und wenn Reibung, Faden schw^ere und 
Fadensteifheit unbeachtet bleiben. 



Fig. 65. 




Lösung.*) Die Wirkung des Gewichtes O kann man sich 
in zwei Komponenten zerlegt denken, von denen die eine in 
die Richtung Plf fällt, also aufgehoben wird, während die andere 
den Faden RP spannt. Diese Letztere möge S heißen. 

Ebenso gibt das Gewicht Q^ eine Komponente senkrecht 
zur Kurve ÄPi, also von deren Festigkeit aufgehoben, und eine 
andere ^i, den Faden RP^ spannend. Gleichgewicht findet 
mithin statt, wenn 

1) S=S^ 
ist. 

Bezeiclmet man nun die Strecke RPi mit ri, den Winkel 
PyRM mit öj, und entnimmt aus der Figur die sich leicht er- 
gebenden Werte der beiden Spannungen 8 und 8^^ so gelangt 
man von Nr. 1 auf 

2) G{1 — n) dfri = 0^ad {i\ cos öj). 

Das ist also die Differentialgleichung der gesuchten Gleit- 
kurve oder Gegengewichtslinie RP^. Nr. 2 gibt, integriert 
und vereinfacht, 

3) (^(;i— 2 r,) = G^ia cos öj. 



*) Fuhrmann, Aufgaben aus der analj-tischen Mechanik, Theill, 
Seite 25 der 2. Auflage. 
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Soll auch dann Gleichgewicht stattfinden, wenn QM die 
jSige KM hat, so muß das Laufgewicht 

4) Oi = Osec4:bO=0}/2 

genommen werden. Ferner erkennt man bei Beachtung dieser 
jage, daß die Fadenlänge 

5) X = a\/2 
ein muß. Damit ergibt sich 



6) 



r 



1 = 4 j/2 a si 



sm' 



»1 



)ies lehrt, daß die gesuchte Gleichgewichtslinie HPi ein Sonder- 
5.11 der Epizykloide, nämlich eine Kardioide ist, deren 
ollender und deren als Basis dienender Kreis die Halbmesser- 
inge a |/2 haben. 

B. 

Mit Benutzung des Prinzipes der virtuellen Geschwin- 
igkeiten kann man die im vorstehenden Abschnitte A behan- 
elte Aufgabe folgendermaßen lösen: 

Es werde R U (Figur 65) mit x bezeichnet, R Ui mit Xi. 

Senkt sich der Angriffspunkt P des Gewichtes O um dx, 
3 steigt gleichzeitig der Angriffspunkt Pi des Gewichtes (?i um 
ie Strecke — dxi (nicht + dxi). Daher ist, nach dem Prinzipe 
er virtuellen Geschwindigkeiten, Gleichgewicht, wenn 

7) Odx = — Oidxi. 

Will man liieraus die Polargleichung der Gleitkurve BPi 
erleiten, so hat man x und Xi zu ersetzen durch r^ und öj, 
ird mitliin rechnen, wie folgt: 

Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke RUF und RVM (oder 
lieh aus einem sehr bekannten Satze der Lehre vom rechtwink- 
gen Dreieck) ergibt sich 



8) 
s ist also: 

9) 



. 2a 



dx = 



2a 



(ri — X) dn 
a 



erner hat man, gemäß Figur 65 : 
10) ,ri = riCosdi. 



Differentialgleichungen erster Ordnung. 197 

Wird Nr. 9 und Nr. 10 in Nr. 7 eingeführt, so ergibt sich 

11) G(X-'r{)dri = Giad (n cos öi). 

Diese Gleichung Nr. 11 ist identisch mit Nr. 2; daher von hier 
an alles so, wie unter A. (Siehe die Gleichungen Nr. 3 bis Nr. 6.) 

C. 

Zur Ergänzung und Erweiterung des unter A und B 
Vorstehenden benutze man (ganz oder teilweise) folgende Lite- 
ratur: 

Fränkel, W., bewegliche Brücken, 1888, S. 26, 27 u. 66. 
(Die Sinusoidenbrücke vonBelidor. Die van Has- 
selt 's che Vorrichtung zur Arbeitsersparniß bei Dreh- 
brücken.) 

Kraft, Probleme der analytischen Mechanik, Bd. I, S. 459 
bis 463, Nr. 18. 

Lehmus, Aufgaben aus der angewandten Mathematik, I, 
S. 38 — 41, § 17 u. 18. (Berücksichtigung der Reibung.) 

Lueger, Lexikon der gesamten Technik, Bd. 2, S. 326—329. 
(Bewegliche Brücken im Allgemeinen.) 

Ritter, analytische Mechanik, 1873, § 65. (S. 170—172.). 

Rühlmann, M., Geschichte der technischen Mechanik, 1885, 
S. 146—148. 

, Grundzüge der Mechanik u. s. w., 1860, S. 236 

u. 237. 

Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, Bd. II, 
S. 67—70 (§ 3) der 2. Auflage; oder S. 569—571 (§ 10, 
Nr. 4) der 1. Auflage. 

Weisbach-Herrmann, Ingenieur- und Maschinen-Mecha- 
nik, Theü m, Abthlg. 1, 1876, S. 966—968. 



§ 25. Ein Oleichgewichtskörper in Bezug auf ümkantnng. 

Auf einer vollkommen starren, also nicht eindrückbaren, 
Wagerechtebene MN (Figur 66 auf Seite 198) steht ein absolut 
fester, ganz starrer Körper, dessen Profil durch ABCDE an- 
gedeutet ist. Er kann nicht auf MN verschoben, aber um 
seine durch E gehende Längskante gedreht werden. Das Ge- 



)8 
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icht q der Volumeneinheit, die Querschnittsdimensionen CD = a^ 
>E=b^ ferner die Länge c der senkrecht zur Bildebene liegenden 
ängskanten sind gegeben. 

Es wirkt auf den Körper, parallel zu MN^ in der IVIitte 
3r durch B gehenden Längskante, zu ihr senkrecht, eine un- 
3ränderliche Kraft P. Sie hat das Bestreben, ihn um seine 
iirch E laufende Längskante zu drehen. 



Fig. 66. 




Man berechne, bezogen auf das in der Figur 66 angegebene 
oordinatensystem, die Gleichung der Kurve, nach welcher das 
rofil zwischen B und C gekrümmt sein muß, wenn für jeden 
/"ert von x die Wirkung der Kraft P durch das Gewicht des 
örpers so aufgehoben werden soll, daß in Bezug auf Um- 
intung Gleichgewicht herrscht. 

Lösung. Bezüglich der durch E gehenden Drehkante hat 
e Kraft P das statische Moment 

1) ifi = P(6 + y). 

Bmer ist, bezogen auf jene Kante, das Moment des Gewichtes 
5S parallelepipedischen Körperteiles, dessen Profil das Recht- 
5k CDEF darstellt, 

2) M2 = abcq . Y^. 

Endlich hat das Gewicht des durch ABCF angedeuteten 
örperteiles in jenem Sinne das Moment 



3) 



^3 = f {cq (b + y) dx) (a + x). 



J 
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Da nun, wenn Gleichgewicht herrschen soll, 

4) Mi = M2 + Mq 
sein muß, so ergibt sich die Bedingung 

5) P(b + y) = l a^cq + cqj(a + x) (b + y) dx. 

Aus ihr folgt: 

6) Pdy = cq(a-\' x) (h + y) dx 

als Differentialgleichung der Linie BC*) 

Durch Trennung der Veränderlichen erhält man: 



7) 



^ z=icq{a-{- x) dx; 



hieraus durch Integration: 

8) Pl(b + y) = Y cq (a + x^ + Konstante. 
Da nun für 

x = o auch y = o 

sein muß, so tritt zu Nr. 8 die Bedingung: 

9) Plb = ^cqa^ 
Mithin ergibt sich, aus Nr. 8 und 9: 



also: 
10) 






Wird X zu Null, so gilt die Gleichgewichtsbedingung: 

11) Pb = abcq . ^a; 
daher hat man: 

12) P='^a^cq. 
Aus Nr. 10 und 12 folgt: 



13) 



, 6 + y 2aX'\- x^ 

l :i = S • 



W 



Diese Gleichung kann auch aus Folgendem entnommen werden: 
Wächst X um dx, also y um dy, so ändert sich das Moment Mi 
der rechts drehenden Kraft P um. Pdy, Hingegen wächst das 
Moment der links drehenden Kräfte um das des neu hinzu- 
kommenden Körperteils, also um U(b + y) dx] cq^^a + x). Das 
gibt, durch Gleichsetzung, Nr. 6. 
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st mithin 







i + y 



2 a» + »* 






( g(2o + ag) V 

e -' —1) 

gesuchte Gleichung der Kurve BC. 
Setzt man 

>) y + 6 = ^9 

chiebt also die X-Achse von C nach F^ so ergibt sich 

jine etwas einfachere Form der vorstehenden Kurvengleichung 
15. 



Körper von gleiohem Widerstände gegen Druck oder Zng. 

A. 

Eine Stütze, eine Säule, ein Brückenpfeiler, oder irgend 
anderer Körper ähnlicher Art, möge dem Einflüsse einer 

Senkrechtbelastung P (Fi- 
gur 67) und der Wirkung sei- 
nes eigenen Gewichtes unter- 
liegen. Die durch den Druck 
verursachte Beanspruchung der 
Flächeneinheit aller Quer- 
schnitte soll überall den 
Wert ß haben; es soll also ein 
Gleichfestkörp ervorhanden 
sein. Dann müssen die Flächen- 
inhalte der Querschnitte von 
AB nach CD hin stets wach- 
sen. Der Inhalt des Stim- 
flächenquerschnittes bei AB 
heiße Fo; der des bei iJtf^ be- 
findlichen allgemeinen Quer- 
schnittes möge mit Fx be- 
et werden; der des bei CD liegenden mit Fh* 
[an soll das Gesetz ermitteln, nach welchem die Inhalte 
lerschnitte von AB nach CD hin zunehmen müssen; man 
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soll mithin Fx berechnen, ausgedrückt durch Fot ß-, x und das 
Gewicht y der Volumeneinheit des Körpers. 

Lösung. Wird mit G das Gewicht des durch AB ML 
(Figur 67) angedeuteten Körperteiles bezeichnet, so gilt, zufolge 
der bezüglich der Beanspruchung gestellten Bedingung, für den 
bei LM befindlichen Querschnitt die Gleichung 

1) P+G = ßFx. 

Aus ihr folgt durch Differentiation, weil P und ß konstant sind, 
G und Fx aber veränderlich: 

2) dG = ßdFx. 

Es ist aber andererseits, als Gewicht des bei LM befindlichen 
scheibenförmigen Körperelements von der Dicke dx- 

3) dG = {Fxdx)r. 

Aus Nr. 2 und 3 folgt, daß die Querschnittsinhalte der Differential- 
gleichung genügen müssen, welche durch Gleichsetzung der 
rechten Seiten (von 2 und 3) sich ergibt. Sie liefert, durch 
Trennung der Veränderlichen: 

4) dx = ^^.*) 

r Fx ' 

Das gibt durch Integration: 

5) x = -^lFx-^C. 

Der Betrag der Integrationskonstante G läßt sich hierbei der Be- 
dingung entnehmen, daß Fx in Fo übergeht, wenn x zu Null 
wd, daß also 

6) Fxa:.0^=^Fo 

ist. Sie liefert, in Nr. 5 eingeführt: 

7) o^^lFo+C. 

r 

Aas den Gleichungen^ Nr. 5 und 7 folgt durch Subtraktion: 

8) x^^A. 

^ Y Fa 



*) Diese Gleichung Nr. 4 kann man auch folgendermaßen erhalten : 
Wächst X um dx, so wächst der Druck um den Betrag Nr. 3. 
Andererseits nimmt der Querschnittsinhalt zu um dFx. Diese 
Zunahme verträgt die Belastung ßdFx> Es muß also 

(Fxdx)y = ßdFx 
sein, was mit Nr. 4 übereinstimmt. 
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►as gibt: 

9) l^^jx; 

lithin : 

10) Fx = Foe^ 

Is das gesuchte Gesetz der Zunahme der Querschnitts- 
ihalte für den Körper gleichen Widerstandes gegen 
►ruck. (Dabei e die Basis der natürlichen Logarithmen, also 

ie Zahl 2,71828 ) 

Es muß hiemach der gröJJte Querschnitt, nämlich der bei 
7), den Inhalt 

11) FH = Foe^ 
halten. 

Anmerkungen. I. Der Stirnflächenquerschnitt i^o 
ist durch die Gleichung 

12) Foß = P 

bestimmt, weil auf ihn nur der Druck P wirkt. Daher 
darf in den vorstehenden und nachfolgenden Gleichungen 

13) -^'^J 
gesetzt werden. 

II. Man berechne mittels der Gleichung Nr. 10 den 
Rauminhalt V des Körpers gleichen Druckwiderstandes 
(ohne Rücksicht auf die Zusammendrückung, welche er 
erleidet). Siehe hierüber: Weisbach-Herrmann, Lehr- 
buch der theoretischen Mechanik, Seite 400 und 401 der 
5. Auflage. 

B. 

Die Baupraxis hat Potenzen meist lieber als Exponen- 
größen. Deshalb möge aus Nr. 10 ein anderes, wenn auch 
näherungsweise geltendes, Gesetz entnommen werden, 
hes dem genannten Wunsche entspricht, also Fx durch eine 

nzenreihe, statt durch die Exponentialgröße e ^ , ausdrückt. 

Lösung. Bekanntlich hat man (für jedes endliche e) die 
Gliche Reihe 



j 
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z , Z^ , z^ 



14) ^ = i+T+T72-+T:y:T+ 

Das gibt, gemäß Nr. 10, 

(Y Y^ Y^ \ 

^ \ ~ö' "^ \ n o2 ^ 1" giö3 ^ ~r • • • • !• 

Wenn -^-^- hinreichend klein ist, so konvergiert diese Reihe ge- 
P 

nügend rasch; man braucht also dann nur wenige Glieder 
derselben, um fiir F^ mit Nr. 15 einen vorgeschriebenen Genauig- 
keitsgrad zu erreichen. 

C. 

Es sei der Querschnitt des Körpers überall ein Rechteck 
von der (senkrecht zur Bildebene der Figur 67 gemeinten) 
Breite c, bei AB von der Länge 

16) 2a = 20^ = 20J?, 
tiei LM von der Länge 

17) 2y = 2NL=2NM. 
Dann ist 

18) Fo = 2ac, F^ = 2yc. 

Damit geht Nr. 10 über in 

Y 

19) y = ae^ . 

Ferner seien die Querschnitte überall Kreise, hei AB und LM 
von den Durchmesserlängen Nr. 16, bezüglich 17. Dann tritt 
an die Stelle der Gleichung Nr. 10: 

20) y = ae'^^ . 

Man untersuche die Formen der durch Nr. 19 und Nr. 20 ge- 
kennzeichneten Kurven. 

Auch führe man die beiden Beispiele, Rechteck und Kreis, 
durch, statt Nr. 10 die Näherungsformel Nr. 15 benutzend. 

D. 

In der Baupraxis benutzt man statt der stetigen Veränder- 
lichkeit der Querschnitte gern eine unstetige, indem man (siehe 
Figur 68 auf Seite 204) den Körper gleichen Widerstandes nähe- 
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veise aus Zylindern (im aUgemeinec Siiine) von den 

tt li,l2,ls zusammensetzt, deren Gnindflächeninhalte 

Fl, Fj, Fj, 80 gewählt werden, 

Fir 68. daß auf ihre Flächeneinheit der vor- 

^ geschriebene Druck ß kommt,*) 

Man berechne diese Zylinder- 
gmndfliicheninhalte, angedrückt durch 

P, ß, y, ii, ij, ij, In', auch wende 

man das Ergebnis an auf den Sonderfall 

21) l,=l, = l, = = 1 

Lösung. Der Flächeninhalt Fi 
der Basis des ersten (nämlich des ober- 
sten) Zylinders ist offenbar bestimmt 
durch die Gleichung;: 

22) ßFi = P+rFilt; 
der des zweiten durch: 

23) ßF.^P+rFJr-^-yF.ki ■ 
der des dritten durch; 

) fort; der des n**" durch: 

ßF„ = P-\-rFih + rFsk + + yFnk. 

US diesen Gleichungen ergeben sich die Werte: 
P 





L._ 


_U 


7 








i. 








u 








n 


1 




sfe?/. 



i 



-w. 



■P(* 



V 



Pß' 

if-rld(ß-rl,-)(.ß- 



•rt)' 



"~iß-M(ß-rl,) Iß-rl.) 

1 dem durch Nr, 21 bezeichneten Sonderfalle ii 



•) Statt der Zyli 
nutzung komm 



nder könnten auch Kegolstumpfe zur Be- 
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ÄnmerkuDg. Man beretline den Rauminlialt des au^ 
Zylindern gebildeten Korperg naherangsweise gleichen 
Dmckwiderstandes. Dann vei^leiche man ihn mit dem 
Rauminhalte, welcher nach Abschnitt A, Anmerkung It 
(auf Seite 202) erhalten worden ist Das gibt den Betrag 
der Materialverachwendung 

Fig 8» 



Was im Vorhergehenden (unter A 
bis D) bezüglich des gleichen Widei'^tandes 
gegen Druck behandelt iiorden ist, das 
^t (aus naheliegenden Gründen) auch in 
Bezug auf gleichen Widerstand gegen Zug. 
(Siehe Figur 69.) 

Es kommt z. B. für lange Schacht- 
gestänge in Betracht, welche überall 
gleiche Sicherheit gegen das Zer- 
reißen haben sollen. 



Zur Ergänzung des unter A bis E Vorstehenden beachte 
man die im folgenden genannte Literatur, welche zum Teil 
aucli Zahlenbeispiele darbietet: 

Bach, Elasticität und Festigkeit; S. 15. 

Baumeister, architektonische Formenlehre für Ingenieure; 

S. 224—227. 
Claussen, Statik und Festigkeitslehre; S. 49 — 51. 
Clebsch, Elasticitäts -Theorie; S. 360—362. 
Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik; Band I; 

S. 285—288. 
Grashof, Elasticität und Festigkeit; 2. Auflage; 8. 44 — 45. 
Keck, Vorträge über Mechanik; Theil II; S, 13 u. 14. 
V. Ott, Vorträge über Baumeclianik; II. Theil; S. 30—33 

(§ 8) der 2. Auflage. 
Tetmajer, die Baumeclianik; n. Theil; 1. Hälfte; S. 112 

bis 115. 
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Weisbach-Herr mann, Lehrbuch der theoretischen Mecha- 
nik; 5. Auflage; S. 398—403. (§ 214.) 

Wittmann, Statik der Hochbauconstructionen; Theil I; 
S. 12 u. 13. 



§ 27. Anregungen nnd Anmerkungen, welche bauwissenschaftliche 
Anwendungen der Differentialgleichungen erster Ordnung betreffen. 

Die unter I — Xu hier folgenden Andeutungen und Lite- 
raturangaben können weitere, dem III. Kapitel angehörende 
Beispiele liefern; sie sollen aber die Leser auch zu eigenen 
Untersuchungen veranlassen. 

I. 
Einige Beiträge zur Geodäsie.*) 

a) Theorie des barometrischen Höhenmessens. Siehe: 
Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der Integral- 
rechnung; § 39 (S. 180 — 183). — Ferner: Jordan, Handbuch 
der Vermessungskunde; 3. Auflage; Band II; § 132 (S. 469—472); 
§ 145—147 (S. 518—535); § 152 (S. 544—546). 

b) Differentialgleichungen der „Geodätischen Linie" 
auf dem Umdrehungsellipsoid. Siehe: Jordan, Handbuch 
der Vermessungskunde; 3. Auflage; Band III; § 73 (S. 370—374). 

II. 

Elastizität und Festigkeit. 
(Man sehe § 15, VI; § 21, I\^; § 33, III.) 

Die nachstehenden Arbeiten (welche Differentialgleichungen 
erster Ordnung benutzen) seien der Beachtung empfohlen: 

Bredt, R., Studien über Zerknickuugsfestigkeit. (Zeitschr. 
d. Ver. deutsch. Ingen., 1894, S. 810— 816, 844—847, 

875—879.) 

Engesser, F., über das Elasticitätsgesetz .... (Centralbl. 
d. Bauverw., 1902, S. 134—135.) 

Hartig, der Elastizitätsmodul des geraden Stabes als 
Funktion der spezifischen Beanspruchung. (Civilinge- 
nieur, 1893, S. 113 — 138.) 



••) Man sehe § 15, Abschnitt III und IV. 
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Kopeke, über die Definition des Elastizitäts - Modtds. 

(Deutsche Bauzeitung, 1882, S. 164. Siehe auch: 

Zeitschr. d. Arch.- u. Ingen. -Ver. zu Hannover, 

1882, S. 604—605.) 
Kosch, F., über die Festigkeitseigenschaften der Metalle 

(Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1882, S. 636— 642.) 
Ramisch, G., die Kurve, auf welcher sich ein Punkt eines 

sich biegenden Stabes bewegen muß. (Dingler's Poly- 

techn. Journ., 1901, S. 149.) 

Weyrauch, J., Aufgaben zur Theorie elastischer Körper. 
1885. 

Holz-, Metall- und Steinkonstruktionen; 

insbesondere: Bögen, Brücken, Dächer, Gewölbe, 
Träger.*) 

a) Druck der Wölbsteine auf das Lehrgerüst. Siehe: 
V. Ott, Vorträge über Baumechanik; I. Theil; 2. Auflage; S. 135 
bis 138. (§ 48.) — Die hier dargebotene Theorie führt. auf eine 
Diiferentialgleichung von der Form 

1) 11 + ay = F{x) 
und mit ihr zu dem Integral 

2) J=i i e^^ ^mxdx. 

über Nr. 1 und 2 sehe man: Schlömilch, Compendium der 
höheren Analysis, Band I, § 105, Abschnitt I, bezüglich § 78, 
Abschnitten, der 5. Auflage. 

b) Theorie der homogenen elastischen Zentraldächer. 
Siehe: Heinzerling, der Eisen hochbau der Gegenwart; Heft III, 
Hochbauten mit eisernen Zelt- und Kuppeldächern; S. 8—18. 

c) Vermischtes: 

Gnuschke, eine bemerkenswerte Gattung von Bogen- 

linien, (Zeitschr. f. Bauwesen, 1901, S. 609 

bis 618.) 

Grelle, F., Pauli's Träger. (Zeitschr. d. Arch.- u. 
Ingen. -Ver. zu Hannover, 1872, S. 391—396.) 



*) Man beachte § 15, MI: § 21, V; § 33, VI. 
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Heinzerling, F., Theorie, BerechnuDg und Construction 
der schiefgewölbten Brücken. (Der Civilingenieur, 
1874, S. 167—194.) 

Herrmann, E., zur Theorie der Festigkeit krummer Träger. 
(Dingler's Polytechn. Journ., 1901, S. 405—409.) 

Jebens, F., die Spannungen in den Vertikalständem der 
eisernen Brücken. (Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 
1880, S. 127—140.) 

Ramisch, G., kinematische Untersuchung eines Bogen- 
trägers mit zwei an den Kämpfern gelegenen Gelenken. 
(Dingler's Polytechn. Journ., 1902, S. 104—106.) 

S^journ^, construction des ponts du Castelet, de Lavaur 
et Antoinette. (Ann. d. ponts et chauss., 1886, 
Bd. 12, S. 409—549.) 

Soud6, H., Probleme de l'arche biaise. (Nouv. Ann. de 
la Construction, 1899, 43—47.) 

Toltz, M., lateral and vertical Stresses in grain tanks. 
(Engineering News, 1898, S. 232.) 

IV. 
Erddruck, Böschungslinien, Stützmauern, Staumauern.*) 

a) Die Böschungslinie einer Sandmasse. 

Unter sehr einfachen Voraussetzungen ergibt sich, daß die 
)ifferentialgleichung der Böschungskurve die Form 

3) ^ = iJidw 

Q 

at. Dies führt zu einer logarithmischen Spirale. Siehe: 

Lutenheimer, Elementarbuch der Differential- und Integral- 

3chnung; § 195 der 3. Auflage. — Kraft, Probleme der ana- 

rtischen Mechanik; Band I; S. 498 u. 499; Nr. 5. 

b) Vermischtes: 

Gramer, die Gleitflächen des Erddruckprismas und der 
Erddruck. (Zeitschr. f. Architektur u. Ingenieur- 
wesen, 1898, S. 405—414.) 



Siehe § 15, IX. 



J 
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Francke, A., die inneren Kräfte eines durch Ebenen be- 
grenzten Erdkörpers, (Zeitschr. d. Arch.- u. 

Ingen. -Ver. zu Hannover, 1888, S. 707—726.) 

, der Erddruck der Stützwände. (Zeitschr. f. Archi- 
tektur u. Ihgenieurwesen, 1897, Heftausgabe, S. 337 
bis 352.) 

, zu dem Aufsatze des Herrn E. Gramer: „die Gleit- 



flächen des Erddruckprismas und der Erddruck". (Ebenda, 
1900, S. 249—250.) 

Kreuter, F., Berechnung der Staumauern. (Zeitschr. f. 
Bauwesen, 1894, S. 465—488.) 



Y. 
Abfluß des Wassers aus Öffnungen von Gefäßen.*) 

Siehe: 

Autenheimer, Elementarbuch der Diiferential- und Inte- 
gralrechnung; § 224 — 226 der 3. Auflage. (Entleeren 
eines prismatischen, pyramidalen oder kugelförmigen 
Gefäßes.) 

Grashof, theoretische Maschinenlehre, Bd. I, Hydraulik, 
S. 428—433 (§ 79), 668—680. (Ausflußgeschwindigkeit 
und Ausflußmenge.) 

Neumann, theoretische Physik, 1883, S. 230—231. (Mit 
Zahlenbeispiel.) 

Violle, Lehrbuch der Physik, deutsche Ausgabe, Teil I, 
Mechanik, Bd. 2, S. 705— 707, Nr. 259. (Die Ausfluß- 
zeit.) 

VI. 

Brunnen. Wasserleitung und Wasserversorgung.**) 

Man benutze: 

Brouhon, L., contribution ä la iheorieedes puifcs. (Revue 
universelle des mines etc., tome XLIX, 1900, S. 109 
bis 134.) : 



*) Man beachte § 15, Abschnitt XI. 
**) Siehe § 15, XII. 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. T. IV. 



14 



L 



210 Differentialgleichimgen erster Ordnung. 

Fossa-Mancini, sur le debit des puits dans les terrains 
permeables. (Ann. des ponts et chauss., 1890, I, 
823—854; 1893, H, 848—873.) 

Frühling und Lincke, Wasserleitungen und Wasserver- 
sorgung; 1893, S. 201—202, 205—209. 

Lueger, die Wasserversorgung der Städte; S. 447 — 457. 

, Lexikon der gesamten Technik; Bd. II. S. 734 — 738. 

(Brunnen.) 

vn. 

Bewegung des Wassers in Röhren, Kanälen und Flüssen. 

Wasserbau.*) 

Man benutze zunächst: 

Autenheimer, Elementarbuch der Diiferential- und Inte- 
gralrechnung, S. 228 — 230 (§ 227) der 3. Auflage. 
(Wasserbewegung in cylindrischen und konischen Röhren- 
leitungen.) 

Grashof, theoretische Maschinenlehre, Bd. I, Hydraulik, 
S. 680 — 687. (Wasserbewegung in verbundenen Gefößen; 
Füllzeit und Entleerzeit von Schleusenkammern.) — 
Ferner S. 721 — 723. (Bewegung des Wassers in Strömen. 
Nach Hagen.) — Auch S. 747 und 748. (Gestalt des 
Querprofils eines Kanals, wenn bei gegebenem Gefälle 
die mittlere Geschwindigkeit des gleichförmigen Be- 
harrungszustandes für jeden vorkommenden Wasser- 
stand gleich groß sein soll.) 

Lueger, die Wasserversorgung der Städte, S. 54 und 55. 
(Dieselbe Aufgabe, bezüglich der Form des Kanalprofils. 
[Kettenlinie.]) 

Ferner beachte man: 

Mau, das Normalprofil für Flüsse. (Zeitschr. f. Bau- 
wesen, 1884, S. 181—190.) 

Möller, M., Studien über die Bewegung des Wassers in 
Flüssen (Ebenda, 1883, S. 193—210.) 

, zum Studium des Flußbaues. (Ebenda, 1890, S. 481 

bis 504.) 



") Siehe hierzu auch die Abschnitte VIII und IX auf Seite 211 
und 213; ferner § 15, VII und § 33, VII. 
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vm. 

Staukuryen und Senkungskurven. 

a) Nach einer oft benutzten Theorie besteht für die Stau- 
kurve eines Wasserlaufes die Differentialgleichung 

in w^elcher x den vom Wasser zurückgelegten Weg bedeutet, z 
die Stauhöhe, a die Füllhöhe der Durchschnittsprofilparabel, J 
das als gleichmäßig vorausgesetzte Wasserspiegelgefalle, mithin 
a und J Konstanten sind.*) 

Es möge aus Nr. 4 die zugehörige Integralgleichung abge- 
geleitet werden und zvv^ar in der Form 

5) Jx =f{z) -f- Konstante. 

Lösung. Setzt man 

6) a-[-s: = fi, 
so ist 

7) dz = dfj 
und Nr. 4 geht über in 

. 8) Jdx = |l + ^4:^4-} ^v- 

Hieraus folgt durch Integration: 

9) Jx = fi + a^U, 

wobei 



10) 



J ^'-»' 



Da die nun zu integrierende Funktion eine rationale, alge- 
braische, echt gebrochene ist, so zerlegt man, um auf bekannte 
Grundformeln zu kommen, den Nenner in Faktoren und spaltet 
dann in Teilbrüche. Das gibt: 

dl] 






^) Tolkmitt, Grundlagen der Wasserbaukunst, Seite 116. 

14* 
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wobei 

Für Ui aber folgt auf demselben Wege, nämlich durch Spaltung: 






13) 



2öJ 1^ + ^ n — ^i 

Ui = ^-~ {l(fl-\- ci) — l(fj — a)\ + Konstante, 

Ui = j^-r l ^ + Konstante. 



2a tj — a 

Nr. 13 in Nr. 11 gesetzt, gibt: 

U= ^r— ^ < — arc tan — + — — l ^-^ — \- Konstante v , 

2a^ \a a'2aiy — a' I 

Mithin ist, laut Nr. 9 und Nr. 14: 

15) Jx = ^_4/arctan^ + i-Z5+^ + c\; 

also, wegen Nr. 6, 

_ , a ( 

16«) Jx = a-\-2: ^<[ arc tan 

oder 

16ß) J^ = a + ^-|-|arctan(l + -J)+|Z(l + ^) + c\; 



a-\- z . 1 , 2a + ^ 



a 



+{-i 



+ c} 



a ii 



\ 



oder auch 
16y) 4r = B + ^-yj|i(l + -^^") + arctan(l + -^)|, 

wobei J5 (in 16y) und C (in 16« und 16iS) eine Konstante be- 
deutet, welche bestimmt werden kann, wenn zwei zusammen- 
gehörige Werte der Veränderlichen x und z bekannt sind. 

Anmerkung. Zur Prüfung der Gleichungen Nr. 16«, 
16 ß und 16/ untersuche man, ob sie durch Differentiation 
auf Nr. 4 führen. 

b) Näheres über Staukurven und Senkungskurven, 
einschließlich des Wassersprunges oder der Wasserschwelle, 
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entnehme man der nachstehenden Literatur und den in ihr 
genannten Quellen: 

Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik, Bd. I, 
S. 383—392. (§ 63.) 

Grashof, theoretische Maschinenlehre, Bd. I, Hydraulik, 
S. 753 — 784. (Mit Behandlung von Spezialfällen und 
Zahlenbeispielen.) 

Keck, Vorträge über Mechanik, 11. Teil, S. 314—325. 

Ritter, Lehrbuch der Ingenieur -Mechanik; 2. Auflage, 
S. 483—489. (§ 176.) 

Tolkmitt, Grundlagen der Wasserbaukunst; S. 113 — 125. 
(Nr. 30 und 31.) 

Walter, H., neues analytisch -graphisches Verfahren zur 
Bestimmung der Stauweite. (Zeitschr. f. Gewässer- 
kunde, 1902/03, Bd. 5, S. 65— 105.) 

Weisbach-Herrmann, tigenieur- und Maschinen-Mecha- 
nik, Teil U, AbteUung 2, S. 137—142. (§ 41.) 

Bei den durch diese Literatur dargebotenen Theorien handelt 
es sich vielfach um Integrale, deren Wertsberechnung einige 
Arbeit macht, obgleich sie nach allgemein bekannten Sätzen 
und Regeln durchführbar ist. (Siehe z. B. die vorstehenden 
Gleichungen Nr. 4 — 16.) Auch aus diesem Grunde seien jene 
Theorien besonderer. Beachtung empfohlen. 



IX. 

Wasserbewegung überhaupt. Allgemeine Gewässerkunde.*) 

Man benutze: 

Grashof, theoretische Maschinenlehre, Bd. I, Hydraulik, 
S. 821 — 830. (Steighöhe springender Wasserstrahlen.) 

Günther, S., über gewisse hydrologisch-topographische 
Grundbegriffe. (Sitzungsberichte der Münchener 
Akademie, 1902, S. 17—38.) 

Möller, Beitrag zur Berechnung der Wellen und der 
Fluth- und Ebbebewegung. (Zeitschr. f. Architektur 
u. Ingenieurwesen, 1896, S. 475 — 507.) 



*) Siehe Vn auf Seite 210; auch § 15, XH und § 33, VH.^ 
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Ritter, A., die Fortpflanzung der Wasserwellen. (Zeitschr. 
d. Ver. deutsch. Ingen., 1892, S. 947—954.) 

Rother, M., Beitrag zum Probleme der Spiegelabsenkung 
in Wasserläufen . , . . . (Zeitschr. f. Gewässerkunde, 
1899, S. 274—309.) 

Seddon, J. A., a nxathematical analysis of the influence 
of reservoirs upon streamflow. (Proceedings of the 
American Society of Civil Engineers, 1898, 8.559 
bis 598.) 

Tutton, C. H., a proposed Solution of some hydraulic 
Problems. (Ebenda, 1901, S. 988—1005.) 

X. 

Heizung und Lüftung. 
Siehe: 

Ferrini, Technologie der Wärme; deutsch von Schröter; 
S. 190—229. (Theorie der Schornsteine); 337—343 (Ab- 
kühlung von Wohnräumen); 362 — 369 (Ofen-Berechnung). 

Recknagel, G., Abkühlung und Erwärmung geschlossener 
Räume. (Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1901, 
S. 1801—1809.) 

XI. 

Volkswirtschaftliches. 
Eisenbahnbau und Eisenbahnbetrieb.*) 

Man benutze: 

Forchheimer, P., Studie über Rentabilität. (Zeitschr. 
d. Arch.- u. Ingen. -Ver. zu Hannover, 1881, S. 597 
bis 608.) 

Launhardt, die Betriebskosten der Eisenbahnen . . . .; 
1877; S. 14 — 17. (Anlauf Steigung für einen Bahnzug.) 

Rühle von Lilienstern, A., Beitrag zur Tariflehre der 
Eisenbahnen. (Zeitschr. f. Architektur u. Ingenieur- 
wesen, 1899, Wochenausgabe, S. 65 — 70.) 

Wittenberg, J., Bestimmung des Widerstandes der Züge 
mittels des Geschwindigkeitsmessers. (Organ für die 
Fortschritte des Eisenbahnwesens, 1899, S. 3 — 7.) 



*) Siehe § 15, XHI; § 33, VIH. 
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xn. 

Schlußbemerkungen zum Kapitel HI. 

Bau wissenschaftliche Anwendungen der Lehre von den 
Differentialgleichungen erster Ordnung findet man end- 
lich auch noch in folgenden. Verschiedenartiges betreffenden, 
Arbeiten: 

Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der Inte- 
gralrechnung, §44. (Nordenskjöld'sches Löslichkeits- 
gesetz.) • 

Hauer, J, v., Seilausgleichung durch veränderliche Bahn- 
neigung, (Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 
1894, S. 469—471.) 

Huth, M., Kurven von konstanter Steigung auf gegebenen 
Flächen. (Beilage zum Jahresbericht der Real- 
schule zu Stollberg i. Erzgeb., Ostern 1893.) 

Janssen, H. A., Getreidedruck in Silozellen. (Zeitschr. 
d. Ver. deutsch. Ingen., 1895, S. 1045—1049.) 

Prinz, E., eisenhaltiges Grundwasser imd die konstruktive 
Behandlung von Enteisenungsanlagen. (Journ. f. Gas- 
beleuchtung , 1902, S. 163—169.) 

Schulze, der Lattenreiter. (Zeitschr. f. Vermessungs- 
wesen, 1901, S. 549 — 554. — Man sehe auch: Zeitschr. 
f. Instrumentenkunde, 1902, S. 61—62.) 

Seyfert, zur Theorie der Drainage. (Zeitschr. f. Ver- 
messungswesen, 1893, S. 553 — 559.) 

Wiechel, H., Theorie und Darstellung der Beleuchtung 
von nicht gesetzmäßig gebildeten Flächen mit Rücksicht 
auf die Bergzeichnung. (Der Civilingenieur, 1878, 
S. 335—364.) 



Kapitel IV. 

DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
ZWEITER ORDNUNG. 



§ 28. Straßenprofile mit vorgesohriebener Gesoliwlndigkeit 

der Steignngsanderimg. 

A. 

Für das Längsprofil QiPQ% einer Straße (siehe § 22) möge 
vorgeschrieben sein, daß die unendlich kleine Änderung der 
Steigung s in jedem Punkte P proportional sei der unendlich 
kleinen Änderung des Wagerechtabstandes x (nämlich OP*) von 

• 

einem festen Punkte 0, also das Verhältnis dsidx^ welches die 
Geschwindigkeit der Steigungsänderung heißen möge. 
konstant, etwa gleich Tc. 

Fig. 70. 




Es soll, bezogen auf das in der Figur 70 angegebene 
Koordinatensystem, die Gleichung der Kurve Q^PQ^ berechnet 
werden, nach welcher das Straßenprofil gekrümmt sein muß; 
auch soll man angeben, wie die Kurve liegt, welche Abmessungen 
sie hat und wo sie die X-Achse schneidet. 
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Lösung. Die Differentialgleichung der gesuchten Linie 
lautet zunächst: 

1) 4^ = ;fc. 



dx 



Da aber, gemäß § 22, 
2) 



s = 



dy 
dx 



ist, so hat man statt Nr. 1 auch: 

d^y 



3) 



dx^ 



r=k 



Durch Trennung der Veränderlichen und durch Integration folgt 
aus Nr. 1: 

4) s = Jcx-\-Ci, 

wobei d eine, zunächst willkürliche. Integrationskonstante be- 
zeichnet. 

Nun gibt Nr. 4 mit Nr. 2: 

dy 



5) 



dx 



= kx-\- 6\, 



also, wenn man auf dy reduziert und dann ohne weiteres integriert, 



6) 



y = Ux^ + CiX + C2, 



wobei C2 eine zweite, zunächst auch willkürliche. Integrations- 
konstante bedeutet.*) 

In Nr. 6 hat man die gesuchte Gleichung der Profilkurve. 
Letztere ist also eine gemeine Parabel in nicht sehr allgemeiner 
Lage, Ihre Achse liegt parallel zur F-Achse; ihr Halbpara- 
meter hat die Länge 

7) p=\. 

Der Scheitel steht um die Strecke 

Ct 



8) 



a = 



k 



von der X-Achse ab; und um die Strecke 



9) 



6 = 



2* 



von der F-Achse. (Alle diese Eigenschaften können leicht aus 



') Vergleiche die nachstehende Anmerkung. 
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Nr. 6 entnommen werden, wenn man diese Gleichung sachgemäß 
umformt.) 

Anmerkung. Rechnet man von Nr. 5 an wie folgt: 

dy = {hx-^- Ci)dx, 

10) dy =z--(kx-{' Gl) dJcx, 

so ergibt sich statt Nr. 6: 

als Gleichung der Profilkurve. Das unterscheidet sich nur 
in der Form von Nr. 6. 

B. 
Man berechne die Integrationskonstanten Ci und C2 
mittels der Gleichungen Nr. 6 oder Nr. 11 und, wenn nötig, 
Nr. 4 unter Einführung der Nebenbedingungen, welche im 
Folgenden (I — III) genannt sind: 

I. Die Profilkurve soll durch die Punkte ^1 und Q^ (Figur 70 
auf Seite 216) gehen, deren Koordinaten aj und 61, be- 
züglich a^ und 62 vorgeschrieben sind. 
II. Sie soll mit der gegebenen Steigung S\ durch den Punkt ^1 

laufen, welcher die Koordinaten Ui und 61 hat. 
m. Alles wie bei 11; außerdem verlangt, daß die Profilkurve 
durch den Punkt Q^^ dessen Abscisse «a vorgeschrieben 
ist, mit der Steigung ^2 gehen soU. 

Andeutungen zur Lösung. In dem Falle I gibt Nr. 6 
(oder Nr. 11) zwei Gleichungen zur Bestimmung der beiden Un- 
bekannten (7i und C^, 

Im n. Falle hat man Nr. 4 mit Nr. 6 (oder 11) zur Be- 
rechnung von Ci und C2 zu benutzen. 

In dem Falle III liegen zunächst die beiden unter 11 an- 
gewendeten Gleichungen vor. Zu ihnen tritt, gemäß Nr. 4: 

12) Si=^ha^-\-Ci. 

Es sind also drei Bedingungsgleichungen vorhanden. Aus diesen 
ergeben sich -die drei Konstanten Ci , C^ und h (welches letztere 
hier nicht mehr beliebig vorgeschrieben werden kann). — 
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Darf der Punkt Qi als Koordinatenanfang genommen werden, 
so vereinfachen sich alle Ergebnisse sehr. 

C. 

Man gebe ferner für das unter A und B Vorstehende ein 
Zahlenbeispiel, die Konstante A, die Koordinaten der Punkte Qi 
und ^2 9 bezüglich die zugehörigen Steigungen st und ^2 in ge- 
meinen Zahlen sachgemäß vorschreibend. 

Endlich beachte man: Loewe, Straßenbaukunde, S. 115, 
wo auf Umpfenbach, Theorie des Neubaues u. s. w. der Kunst- 
straßen, Berlin 1830, S. 290, sowie auf Bauernfeind, Grundriß 
der Vorlesungen über Erd- und Straßenbau, München 1875, S. 188, 
verwiesen ist. 



§ 29. Die parabolisolie Eettenbrückenlliue. 



A. 



Zwischen den festen Punkten A und B (Figur 71) ist eine 
Kette AOB aufgehangen, welche als. ein gleichförmig dichter, 
vollkommen biegsamer, nicht dehnbarer Faden von unveränder- 



Fig. 71. 

^7 




lichem Querschnitte angesehen werden darf. Ihr eigenes Gewicht, 
das der angehangenen Fahrbahn CD u. s. w. belasten die Kette 
derartig, daß die horizontale Längeneinheit das konstante Ge- 
wicht Q zu tragen hat.*) 

*) Belastung, proportional der horizontalen Länge, liegt z.B. 
dann vor (wenigstens näherungsweise), wenn die Fahrbahn 
ein gleichmäßig verteiltes Gewicht zu tragen hat, welches so 
groß ist, daß das Gewicht der Kette, der Tragstäbe u. s. w. da- 
gegen vernachlässigt werden darf. 



Ji-'i^^' }■.■'• =;:•-•:'■ 
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Die Spannweite J.JS = 2a und die Einsenkungstiefe (der 
Pfeil, die Stichhöhe) EO = h sind gegeben. 

Man soll, unter Zugrundelegung des durch die Figur ange- 
zeigten Koordinatensystems, berechnen: 

I. nach was für einer Linie sich die Kette AOB im Gleich- 
gewichtszustände krümmt; 
n. wie groß die Spannung T an der allgemeinen Stelle Q 
(Koordinaten OQ = X und Q'Q = y) ist; 

man soll also y und T berechnen, ausgedrückt durch a, 6, O 
und X. 

Lösung. An dem einen Ende des bei Q befindlichen 
LLnienelementes, von der Länge ds^ wirkt, im Sinne der nach 
unten gerichteten Tangente, die Spannung T; an dem anderen 
Ende, im Sinne der nach oben liegenden Berührenden, die 
Spannung T -\- dT, Femer wirkt an jenem Elemente, in der 
Richtung der negativen ?/, das Gewicht Odx. 

Mithin ist, wenn mit r der Tangentenwinkel bezeichnet wird, 
das Element im Gleichgewichte, falls die Bedingungen 

1) drcosr = 
und 

2) dTs.mT = Odx 

erfüUt sind. Es sagen diese Gleichungen nämlich aus, daß die 
in der Richtung der beiden Koordinatenachsen wirkenden Kräfte 
{T cos r und T cos i; -\- dT cos t im Sinne der o;, hingegen 
Tsinr, Tsrnv -\- dT^mr und Odx im Sinne der y) sich auf- 
heben, also keine Verschiebung des Elements nach der Richtung 
einer der zwei Achsen stattfinden kann. (Man vergleiche: Fuhr- 
mann, naturwissenschaftliche Anwendungen der Integralrech- 
nung; § 49.) 

Aus Nr. 1 und 2 sind nun die gesuchten Größen y und T 
abzuleiten. 

Die erste der beiden Gleichungen gibt: 

3) TcosT=^C, 

wobei C eine Konstante bezeichnet. 

Wendet man Nr. 3 auf den Scheitel der Kettenbrücken- 
linie an und nennt die hier herrschende Spannung T^, so er- 
gibt sich: 

4) To^a 
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Damit geht Nr. 3 über in: 

5) TcosT==To, 
oder in: 

6) T=To sec r. 

Es gilt also, laut Nr. 6, der Satz: Die Spannungen wachsen, 
vom Scheitel aus, wie die goniometrischen Sekanten 
der Tangentenwinkel. 

Femer hat man, gemäß Nr. 5, den Satz: Die Wagerecht- 
spannung ist überall gleich der Scheitelspannung. 

Wegen Nr. 6 geht Nr. 2 über in: 



7) 
Das ist so viel, Avie 

8) 
oder wie 

9) 



dTotai,aT = Odx. 

Tody'^'Gd.v, 

d^y ^ G 

dx" ~ To ' 



Aus Nr. 8 folgt durch Integration: 



10) 






Die Konstante Ci ergibt sich luerbei aus der der Figur entnehm- 
baren Bedingung 

11) • 2/Uo = 0. 

Sie gibt, in Nr. 10 eingeführt: 

12) (7i = 0. 

Man hat also, laut Nr. 10 und 12, 



13) 

mitlün : 

14) 



, O 

y — ni ^} 



dy = -jj^ X dx. 



Hieraus folgt durch abermalige Integration: 



15) 



2/ = -2jr-'c' + C'2- 



Dabei ist die Konstante (7j bestimmt durch die der Figur 71 
entnehmbare Bedingung: 

16) y^ = o=0. 
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Letztere gibt, gemäß Nr. 15: 

17) Cg == 0. 

Man hat also: 

oder 

19) V x'==^^^-y, \ 

Die Gleichgewichtsform der Kette ist hiernach die einer 
gemeinen Parabel, deren Scheitel in liegt, deren Achse 
mit der Ordinatenachse zusammenfällt und deren Halbparameter p 
die Länge i 

20) !> = § i 

hat. 

Für die Spannung gibt Nr. 6: 

21) T=T,|/l + 2/''5 
daher gemäß Nr. 13: 

oder 

22) T = /Ta2 + (?2^^ 

Die Scheitelspannung To, welche in Nr. 18, 19, 20 und 22 
noch unbekannt ist, erhält man, wenn Nr. 19 (oder 18) für den 
Aufhängepunkt B angewendet wird. Es gibt das: 



a^ = 2-|6; 



also: 



0-^ 



23) T. = ^0. 

Hiermit geht Nr. 18 über in: 

h 



24) ^y=__^2. 



^2. 

und Nr. 20 in: 

25) i? = 



a2 



26' 
was leicht konstruiert werden kann. 



J 
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Femer verwandelt sich Nr. 22 in: 

26) T = }/^+^ a. 

Durch die Gleichungen Nr. 24 und 26 ist die gestellte Auf- 
gabe vollständig gelöst. 

B. 

I. Man berechne mittels des unter A Vorstehenden die an 
den Aufhängepunkten herrschende Spannung und vergleiche 
sie mit der Scheitelspannung To. 

n. Ferner berechne man den "Winkel, unter welchem die 
Kette an dem Aufhängepunkte B gegen die Wagerechte geneigt ist. 

in. Auch wende man das Vorhergehende auf ein Zahlen- 
beispiel an; etwa auf 

a = 30 Meter, 6=4 Meter, O = 200 Kilogramm. 

IV. Schließlich beachte man folgende Literatur, die viele 
Erweiterungen des Vorstehenden darbietet: 

Autenheimer, Elementarbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung, S. 121 u. 122 der 3. Auflage. 

Duhamel, Lehrbuch der analytischen Mechanik, deutsch 
von Schlömilch, Bandl, S. 165—168. (Nr. 152 u. 153.) 

Grashof, Theorie der Elasticität und Festigkeit, § 31 auf 
S. 46 — 48 der 2. Auflage. (Die Drähte oberirdischer 
Telegraphenleitungen.) 

Kraft, Probleme der analytischen Mechanik, Band II, 
S. 53—56, Nr. 7. 

Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, Band II, 
S. 104 u. 105 (§ 6) der 2. Auflage. 

Weisbach-Herrmann, Lehrbuch der theoretischen Mecha- 
nik, S. 288—291 (§ 161) der 5. Auflage. (Ableitung 
ohne Integralrechnung. Zahlenbeispiel.) 

Winkler, Elasticität und Festigkeit, I. Theil, § 270 (auf 
S. 257 und 258). 
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§ 30. Die gemeine Kettenbräckenllnie. 

Die in dem Abschnitte A des § 29 unter I und II gestellte 
Aufgabe soll jetzt gelöst werden unter der Voraussetzung, daß 
tur die Längeneinheit der Kette AOB (Figur 71 auf Seite 219) 
(iiis konstante Gewicht p in Rechnung gestellt werden muß und 
dab auf jede horizontale Längeneinheit außerdem die unver- 
iiurlerliche Belastung P kommt. 

Es sind also die Größen y und T zu berechnen, ausgedrückt 
durch a, h, P, p und x. 

Dabei soll von Näherungen Gebrauch gemacht,*) es soU 
nämlich vorausgesetzt werden, 

u) daß y''^ vemacMässigt, also 

1) j/r+^=i 

gesetzt werden darf; oder 
^) daß man 

2) >/r+^=»« + wj/' 

setzen dürfe, wobei m und n bekannte gemeine Zahlen 
sind;**) oder endlich 
y) daß es zulässig sei, nach dem binouuschen Satze, 

3) /r+v^-i + T»" 

zu setzen. 
Lösung. Da an dem bei Q befindlichen Elemente, von der 
T.iiuge ds, die Kräfte 

T, T+dT, pds und Pdx 
wirkeo, so befindet es sich im Gleichgewiclite, wenn die Be- 
dingungen 

4) d2'co8T = 
uud 

5) ä Tsini =pd$'\- Pdx 

erfüllt sind. Sie entsprechen den Gleichungen Nr. 1 und 2 des 
§ 29. Man sehe die dort angedeutete Ableitung der letzteren. 



") Man vergleiche: Duhamel, Lehrbuch der analytischen Mecha- 
nik, deutsch von Schlömilch, Band I, § 1Ü4 auf Seite lli» 
und 169. 

'*) Siehe: Fuhrmann, hau wissenschaftliche Anwendungen def 
Diffurcutialrüchuung, § 28, Abschnitt C, 
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Aus Nr. 4 folgt, wie im § 29 aus der dortigen Nr. 1, die 
Gleichung 

6) T = ToSecr, 

wobei To wieder die Scheitelspannung bezeichnet. 

Hiermit geht Nr. 5 über in 

dTotanr =ipds-\- Pdx; 
das ist in: 

oder: 

Man hat also y aus einer DifferentialgleichuDg von der Form 

9) y" = /■(«/') 

abzuleiten. 

Aus Nr. 7 folgt, durch Trennung der Veränderlichen x und i/'. 

Es ist mithin: 



10) 



To f - f =x + Ci, 



wenn mit (7i eine, zunächst unbekannte, Integrationskonstante 
bezeichnet wird. 

Nun sind die in dem Wortlaute der Aufgabe mit a, ß und ;' 
bezeichneten drei Fälle zu unterscheiden, was im Folgenden 
geschieht. 

Fall a. Darf von der Gleichung Nr. 1 Gebrauch gemacht 
werden, büdet also die Kette einen sehr flachen Bogen, so 
tritt die Differentialgleichung* 

an die Stelle von Nr. 8. 

Sie stimmt mit der Gleichung Nr. 9 des § 29 überein, nur 
steht P-|-2^ an der Stelle von G. 

Es folgen also aus Nr. 11 die Beziehungen 

b 



2 



12) ^=^-^2^ 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. T. IV. lo 
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und 

13) T^ l/aM^» (p^^) 

ganz so, wie im § 29 die dortigen Gleichungen Nr. 24 und 26 
aus der daselbst vorausgehenden Nr. 9 sich ergeben haben.*) 

Auch gelten im wesentlichen alle die Bemerkungen, welche 
dort (im § 29) zwischen den Gleichungen Nr. 9 imd Nr. 26 ge- 
macht worden sind. 

Fall ß) Wird von der durch die Gleichung Nr. 2 ausge- 
drückten Näherung Gebrauch gemacht, so geht Nr. 10 über in: 

J P+mp-\-npy* 

oder in 



15) 



J cc + npy' 



wenn man, zur Abkürzung, 

16) P-\-mp = a 

setzt. 

Aus Nr. 15 folgt durch Ausführung der Integration: 

Die Konstante C\ ergibt sich aus der der Figur 71 (auf Seite 219) 
entnehmbaren Bedingung 

18) y'. = o = 0. 

Letztere liefert, eingeführt in Nr. 17, die Gleichung: 

19) I^ia=C^, 

np 

Hiermit geht Nr. 17 über in: 

20) I^i^+j'pyL^^, 

np a 

Das gibt: 

, a + "^py' w^^ 

' ä -"IT' 



*) Anmerkung. Die Spannung T ist im § 29 aus der dortigen 
Gleichung Nr. 21 abgeleitet. Benutzt man für letztere ebenfalls 
die sehr rohe durch Nr. 1 des § 30 ausgesprochene Näherung 
(was für Nr. 8 des § 30 geschehen ist), so ergibt sich: T=To. 
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mithin 

21) a + npy* =ae ^'^ , 

wobei e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen bezeichnet. 
Aus Nr. 21 folgt: 

npx 

also 

npx 

23) dy — -^ (e ^« — i^ dx , 
Hieraus ergibt sich durch Integration: 

24) y = JL(J^e^-x) + C. 

^ np ^np / ' ^ 

Gemäß Figur 71 folgt die Konstante C2 aus der Bedingung 

25) y;r = o = 0. 

Diese liefert, wenn man sie in Nr. 24 einführt: 

26) = -^-^ + C2. 

np np 

Es ist also, laut 24 und 26: 

27) y = 1— ^6 ° — a? -) 

^ np ^np npy 

die Gleichung der Kettenform AOB. 

Anmerkung. Schiebt man das in der Figur 71 angegebene 
und bisher benutzte Koordinatensystem parallel zur X-Achse um 

die Strecke -, — ^ nach unten, setzt also 

so lautet die Kettenformgleichung, auf dieses neue System be- 
zogen, etwas einfacher: 

29) ,=^(A,^^_5); 

' np ^np ^ 

oder 

30) ^==k(e^^ — ßf^^ 
wenn, zur Abkürzung, 

31) -^ = k 

15* 
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und 



32) 



np 



-=ß 



gesetzt wird. 

Ferner hat man für die an dem allgemeinen Punkte Q herr- 
schende Spannung T, gemäß Nr. 6: 

33) T=-Tol/r+7^; 

oder, wenn abermals von Nr. 2 Gebrauch gemacht wird: 

34) r=(w-f wj/O^o. 
Das gibt laut Nr. 22 : 



35) 



np 



Die in den Gleichungen Nr. 27, 29 und 35 auftretende Scheitel- 
spannung Tq ist bestimmt durch die Bedingung 

36) y.=„ = 6, 

w^elche man sofort der Lage des Aufhängepunktes £ (Figur 71) 
entnimmt. Sie gibt, eingeführt in Nr. 27: 

np ^np nn J^ 

also die Gleichung 

npa 

* np ^ 



37) 



np 



38) 



)-^+« 



zur Berechnung von T«. Bezüglich der Auflösung dieser trans- 
zendenten Gleichung beachte man: Fuhrmann, Aufgaben aus 
der analytischen Mechanik; Theil I; Nr. 110 (Seite 98—101) der 
2. Auflage. (Benutzung von Tafeln, Reihen u. s. w.) 

Fall y. Darf von der durch Nr. 3 ausgesprochenen Nähe- 
rung Gebrauch gemacht werden, so verwandelt sich Nr. 10 in 



39) 

oder in 
40) 

wenn 
41) 



z 



f 



T< 



P+p-\-\py" 



= ^-f <^i; 



/ 



dy' 



ß* + r'y 



P+p = ß* 



72" — ^* "T ^1 > 
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und 



42) \p = Y^ 

gesetzt wird. 

Gemäß Nr. 40 hat man, nach einer sehr bekannten Grund- 
formel der Integralrechnung: 

43) ^ arc tan -^ = o* + Cj . 

Dabei gilt wieder die Bedingung Nr. 18. Durch Einführung der- 
selben in Nr. 43 ergibt sich: 

44) Ci = 0; 
mithin : 

45) -^ arc tan ^^ = oc. 

ßr ß 

Hieraus folgt: 



ry' ßyx 

arc tan -^==-^. 



Daher ist 



46) y' = tu.rv^^ 



oder 



folglich 



dy = — tan ^~- d.t ; 
Y -^0 



T 

oder, geeigneter geschrieben: 

An^ ^0 A ßY^ n ßY^ 

47) y=^ tfin^r-d^f-' 

Also hat man, nach einer wieder sehr bekannten Forn^el der 
Integralrechnung : 

48) y==-^lcos^^^ + a. 

Y -^0 

Dabei ist die Integrationskonstante C^ durch die Bedingung Nr. 25 
bestimmt. Sie gibt, in Nr. 48 eingeführt: 

49) o=~-^n + C3, 

mithin 

50) Ca = 0. 



i 
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Demgemäß hat man in 

51) y — ^^cos-^, 

oder in 

52) y=^^lsec^ 

die Gleichung der Kettenform AOB, 

Femer gilt für die Spannung T, welche an der allge- 
meinen Stelle Q (Figur 71 auf Seite 219) herrscht, zunächst 
wieder Nr. 33. Femer gilt Nr. 46. 

Macht man also nochmals von Nr. 3 Gebrauch, so ergibt 
sich für die Spannung äer Betrag: 



53) r=(l+^tan2^)n. 



2y^ To 

Die Scheitelspannung Tq-, welche in den Gleichungen Nr. 52 
und 53 vorkommt, ist wieder durch die Bedingung Nr. 36 be- 
stinunt. Man hat nämlich, w^enn letztere in Nr. 52 eiogeführt 
wird, die Gleichung 

54) 6 = ^isec-^ 

Y -^0 

zur Berechnung von T^, Siehe Nr. 38 und die zugehörigen Be- 
merkungen. 



§ 31. Die gleichgespannte Kettenlinie und Eettenbrfickenllnie. 

A. 

Ein vollkommen biegsamer, undehnbarer, gleichförmig dichter 
Faden von veränderlichem Querschnittsruhalte (oder eine der- 
artige Kette mit sehr kleinen Gliedern) unterliege nur der eigenen 
Schwere und sei zwischen zwei festen Punkten A und JB (Figur 71 
auf Seite 219) aufgehangen. Die Einsenkungstiefe EO = h^ die 
Spannweite AB = 2 a, das Fadengewicht 2 O und das Gewicht y 
der Volumeneinheit des Materials seien gegeben. Der Faden soll 

T 

überall gleich stark gespannt sein, d. h. es soll — immer 

T 

denselben "Wert haben, wie — —^ wenn T die Spannung und q 

den Querschnittsinhalt an irgend einer Stelle bezeichnen, Tq und 
qo aber diese Größen für den Scheitel bedeuten. Man sucht für 
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den in der angegebenen Weise bestimmten Faden, also für die 
gleicjhgespannte Seilkurve oder gleichgespannte Ketten- 
linie 

I. die an dem allgemeüien Punkte Q herrschende Span- 
nung r, 

n. die Gleichung der Kurvengestalt, bezogen auf das 
in der Figur 71 (Seite 219) angegebene Koordinatensystem. 

Lösung. "Wird der Tangentenwinkel im allgemeinen Punkte 
(Koordinaten x und y) mit r, die Länge des BogendiJfferentials 
mit ds bezeichnet, so lauten die Gleichgewichtsbedingungen: 

1) dTcostr = 
und 

2) d T sinT = yqds. 

Sie entsprechen den Gleichungen Nr. 1 und 2 des § 29. (Siehe 
diese und die Andeutung ihrer Ableitung.) 

Da nun 

also 



Qo 



T 



To 



To 



ds 



4) g: 

sein soll, so geht Nr. 2 in 

5) dT^ivLT = yqo 

über. 

Aus Nr. 1 folgt 

6) T=To sec r 

ganz so, wie die Gleichung Nr. 6 des § 29 aus der dortigen 
Gleichung Nr. 1. 

Setzt man Nr. 6 in Nr. 5 ein, so ergibt sich nach kurzer 
Rechnung, für welche nur ganz bekannte Sätze (Formeln) der 
Differential- und Litegralrechnung gebraucht werden: 

7) To arc tan y' = yqt^x + Ci. 

Da für X =^ auch j/' = sein muß, weü die Scheitel- 
tangente mit der Abszissen achse zusammenfallt, so ist die Inte- 
grationskonstante Ci gleich NuU. Man hat also, gemäß Nr. 7: 



8) 



-'-0 
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Wird nun y' durch ~- ersetzt und, nach Trennung der Ver- 
änderlichen X und y, nochmals integriert, so ei^bt sich: 

Dabei hat die Integrationskonstante d den Wert Null, weil für 
X = auch y = sein muß. Es geht also Nr. 9 über in : 

10) ,_^,sec^^., 
was in der einfachen Form 

11) y = Äisec -T- 
gegeben werden kann, wenn man 

12) ^^ = ft 

setzt. 

Hiermit ist die Kurvengestalt bestimmt. 

Durch die ans Nr. 6 und Nr. 8 folgende Gleichung 

r=2Vsec-^a; 

hat man aber auch die Spannung, wenn nur T„ und $„ noch 
ermittelt werden. 

Dies kann leicht folgendermaßen geschehen : Da der Faden 
durch den Punkt A geht, so muß, nach Nr. 10, 



13) 



») 




b 




sein; oder. 


wenn 


man 


zur Abkürzung 


15) 








setzt, 








16) 






l 2sec« 

n A 



Die zweite Gleichung zur Bestimmung der beiden Unbekannten 
Tf, und qo ergibt sich aus der Bedingung, daß der Faden das 
Gewicht 2 haben soll. Sie liefert: 
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also, nach sehr bekannter Integralformel: 

18) (? = To tan 6. 
Daraus folgt 

19) To = G cot 6; 
ferner, gemäß Nr. 15 und 19: 

20) 

mithin 



qo ^= — 6 cot 6; 



ar 



21) 



T 



6 



ay 



Durch die vorstehenden Gleichungen Nr. 10, 13, 16, 19, 20 
und 21 ist die gestellte Aufgabe gelöst. Auch der Querschnitt q 
kann, gemäß Nr. 4, für jede Kurvenstelle angegeben werden. 
(Die Behandlung der transzendenten Gleichung Nr, 16 anlangend, 
beachte man das, was zu Nr. 38 des § 30 gesagt worden ist.) 

B. 

Bezüglich der in dem vorstehenden Abschnitte A behandelten 
gleichgespannten Kettenlinie sei folgende Literatur zur 
Benutzung empfohlen: 

Autenheimer, Elementarbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung; § 360 auf S. 411 — 416 der 3. Auflage. 

Duhamel, Lehrbuch der analytischen Mechanik, deutsch 
von Schlömilch; Bd. I, § 151 auf S. 163—165. 

Kraft, Probleme der analytischen Mechanik, Bd. IE; Nr. 8 
auf S. 56 — 58. 

Keck, Vorträge über Elasticitätslehre; S. 319 — 321, Ab- 
schnitt in. 

Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, Bd. 11; 
§ 5 auf S. 102—104 der 2. Auflage. 



C. 

Man behandle nun die in dem vorstehenden Abschnitte A 
gelöste Aufgabe unter der Voraussetzung, daß der dort des 
näheren bezeichnete Faden nicht bloß seinem eigenen Gewichte 
^terliege, sondern für die horizontale Längeneinheit auch noch 
^ie Last P zu tragen habe. Gesucht werde für die dann vor- 



■J 
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liandene gleichgespannte Kettenbrückenlinie das Gesetz 
t'iip die Veränderlichkeit der Spatmungen, wie auch der Quer- 
r-ehnitte; femer die Gestalt der Kurve; alles unter Beifugong; 
der Bedingung, dafi die absolute Festigkeit des Materials gleich F 
seil und der Faden (die Kette) überall die n-fache Sicherheit 
bieten soll. 

Lösung. Ganz so, wie im § 30 die dortige Gleichung Nr. 10, 
1.1'gibt sich zunächst: 

..2) T.f- y =x+C,. 

wenn wieder mit p das Gewicht der Längeneinheit der Kette 
ljc;(eicbnet wird. Dabei ist aber p jetzt nicht konstant, sondern 

23) p = qr, 

also, entsprechend den Gleichungen Nr. 4 und 6: 

Mithin geht Nr. 22 über in: 



-25) 



-h 



dy' 



Macht man von der sehr bekannten Formel 






-, — „- — arc tan vA-G 

-\-v^ 



Gebrauch, so ergibt sich aus Nr. 25: 

37) y' ^= — tan — » 

wenn, zur Abkürzung, Nr. 12 benutzt und 

■:8) — ° -. ^ = m 

l/C-P + yff.)^«» 

yef«tzt wird, {Die Integrationskonstante Ci ist gleich Null, weil 
l'üT j,' = auch y' = sein muß.) 

dx 

irennt die Veränderlichen, integriert nochmals und beachtet 
liierbei, daß für x'=0 auch y^O sein muß, so ei^bt sich, 
vor Nr. 11 nur wenig verschieden, als Gleichung derKetten- 



Läßt man nun ~- in Nr. 27 an die Stelle von y' treten, 
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X 

29) t/ = &Zsec — 

m 

(Vergleiche Nr. 40—52 des § 30.) 

Wird ferner die Spannung, welche für die Flächeneinheit zu- 

F 

gelassen werden soU, also der Wert — , mit /"bezeichnet und 

n 

30) «/(P+gor)gor ^ ^ 

gesetzt, so ergeben sich für die noch zu ermittelnden Konstanten 



die Werte : 










31) • qo 
nnd 


a 




^ay 


P 
Y 


32) 




To- 


qof, 




wobei 6 durch 










33) 




Isec B - 


hy 
f 




bestimmt ist. 






m 




Da ferner die 


Spannung 






34) 




T—T, 


sec T 




und der Quersch] 


ditt 








35) 




q — qo 


sec T 





sein muß, so ist die gestellte Aufgabe gelöst. 

D. 
Näheres über die gleichgespannte Kettenbrücken- 
linie kann der nachstehenden Literatur entnommen werden: 

Duhamel, Lehrbuch der analytischen Mechanik, deutsch 
von Schlömilch, Bd. I; § 154 — 156 auf S. 168 — 171. 

Kraft, Sammlung von Problemen der analytischen Mecha- 
nik, Bd. H; Nr. 9 auf S. 58 — 60. 
Ritter, Ingenieur-Mechanik; § 129 auf S. 353 — 356. 

Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte; § 7 auf 
S. 105 — 106 der 2. Auflage des II. Bandes. 



.-.,- ^ ^r-Y. 
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Weisbach-Herrmann, Ingenieur- und Maschinen-Mecha- 
nik, Teil II, Abteüung I; § 71 auf S. 582—587 der 
5. Auflage. (Hier ist, S. 586, auf Arbeiten von Moseley 
und Schlömilch yerwiesen; auch wird ein Zahlenbei- 
spiel gegeben.) 

Winkler, Elasticität und Festigkeit, Teil I; § 276 auf 
S. 263 — 265. (Mit einer Tabelle und einem Beispiel.)*) 



§ 32. Biegnngslinien von Trägern und Stützen.**) 

A. 

Was man unter Biegungslinien oder elastischen Linien 
versteht, und wie man die Differentialgleichungen jener 
Kurven erhalten kann, indem man gewisse Voraussetzungen 
macht und Näherungswerte benutzt, soll im Folgenden als 
im wesentlichen bekannt vorausgesetzt werden, weil es mehr 
Sache der Mechanik ist, als Sache der Mathematik. 

Es soll sich also in den nachstehenden Abschnitten B bis G 
nur um die Integration der Differentialgleichungen der 
Biegungslinien handeln (dabei selbstverständlich auch um die 
Ermittelung der Werte der betreffenden Integrationskon- 
stanten). 

Jedoch sei an Folgendes erinnert: Es wird, in der Mechanik, 
die Biegungslinie eines Stabes meist als die Kurve bezeichnet, 
in welche seine ursprünglich geradlinige Achse infolge der Be- 
lastungen (Drucke) übergeht. 

Bei der Ableitung der allgemeinen Form der Differential- 
gleichung der Biegungslinie geht die Mechanik von der Er- 
wägung aus, daß für den betreffenden Stabquerschnitt nur dann 
Gleichgewicht vorliegen kann, wenn die in ihm herrschenden, 
durch die Biegung hervorgerufenen Spannungen aufgehoben 
werden durch die Wirkung der auf ihn einwirkenden äußeren 
Kräfte (Belastungen, Eigengewicht, Gegendruck der Auflager). 



*) Anmerkung zu den §§ 29, 30 und 31: In Bezug auf das 
Technische der Hängebrücken sehe man: Handbuch der 
Ingenieurwissenscliaften; Bd. 2, Abteilung 4, Kapitel XH 
und XHI; femer: Lueger, Lexikon der gesamten Technik; 
Bd. 5, S. 36—54. (Kettenbrücken.) 
**) Siehe § 33, Abschnitt IL 
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Das fiihrt, was für das Folgende als bekannt vorausgesetzt 
werden soll, zu der Gleichung 

1) Q — ]r- 

In ihr bedeutet: 

Q die Länge des Krümmungshalbmessers des betreffen- 
den Bogenelementes der Biegungslinie, 

W das Maß des Biegungsmomentes (das Widerstands- 
moment, Trägheitsmoment), 
E den Elastizitätsmodul, 

M das Kraftmoment, nämlich das statische Moment aller 
äußeren für den betreffenden Querschnitt oder das be- 
treffende Stabstück in Betracht kommenden Kräfte. (Der 
Größtwert von M ist maßgebend für die Bruchstelle 
des Trägers.) 
Es hängt W nur ab von der Form und Größe des Querschnitts, 
ist mithin eine Konstante, falls letzterer sich nicht ändert, was 
im Folgenden vorausgesetzt werden soll. Man hat im allgemeinen: 



2) W=-iz^-dF, 



wenn F den Inhalt der Querschnittsfläche und z den Abstand 
ihres Elementes von der neutralen Achse bezeichnet. (Siehe die 
§§ 13 und 18.) 

Der Elastizitätsmodul E ist nur von der Art des Mate- 
rials abhängig, also für einen und denselben Stab unveränder- 
lich, falls letzterer aus einem überall gleich stark widerstehen- 
den Stoffe besteht, was für das Folgende ebenfalls vorausgesetzt 
sein möge. 

Wird ein (sachgemäß liegendes) rechtwinkliges Achsenkreuz 
(Koordinatensystem) benutzt, so läßt sich das Kraftmoment M 
als Funktion der Abscisse x oder der Ordinate y ausdrücken. 

Ferner ist dann: 



_ y/i + y" 



S 



3) 0- ^. 

die Länge des Krümmungshalbmessers, wenn y* den ersten und 
j/" den zweiten Differentialquotienten von y in Bezug auf x be- 
seichnet. 

Da aber j/'* (also das Quadrat der goniometrischen Tangente 
les Berührungswinkels), mit 1 verglichen, sehr klein ist, weil 



5) 
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für Träger und Stützen nur geringe Biegungen in Betiarla 
kommen, so nimmt msn, statt Nr. 3, näherungsweise; 

*' '-¥ 

und hat dann, gemäß Xr. 1 und 4, in 
X 

die allgemeine Form der Differentialgleichung der Bii.'- 
gungslinie, und zwar für jede Belastungsweise, Unterstützmiijs- 
oder Befestigungsart des Trägers oder der Stütze. 

Durch zweimalige Integration von Nr. 5 folgt die Integral- 
gleichung der Biegungslinie. Diese Gleichung gibt dann Aus- 
kunft über die Form der Kurve, also auch über stärkst.' 
Durchbiegungen u, s. w. (Einen Näherungswert für die Liiuyn 
des Krümmungshalbmessers hat man durch Nr. 4. Er ist 
für die Art der Durchbiegung besonders zu beachten.) 

Wer über die Herleitung der DifferentialgleicJiuiig 
Nr. 1 und über die hierbei gemachten Voraussetzungen das 
Nähere kennen lernen will, der benutze, mindestens teilwcisr'. 
folgende Literatur: 

Autenheimer, Elementarbuch der Differential- und luti.-- 

gralrechnung; § 363 auf S. 425 u. 426 der 3. Auflage. 

Bach, Elasticität und Festigkeit, S. 101— 124. (DasWesen 

der Knickung. Knickformeln u. s. w.) 
Bauhandbuch, deutsches, Bd. I (vom Jahre 1879); S. 219, 

Nr. 6. 
Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik, Bd. III; 

§ 23 auf S. 137—144. 
G ottgetreu, Lehrbuch derHochbau-Konstruktionen,Theil II; 

S. 72. 
Handbuch der Baukunde, Abtheüung f, Bd. 1; S. -öS.t 

bis 586. (Abschnitt f, a.) 
Heinzerling, die angreifenden u. s, w. Kräfte, S. 60 — (52. 
(Tafel der Angriffsmomente und der Tragvermögen für 
12 Arten der Belastung von Trägem.) 
Keck, Vorträge über Mechanik, Theil U; S. 21 u. 22 
( Biegungsm oment, Trä gh eitsmo m ent,"\Vid er stan dsraome 1 1 1 ) ; 
S. 40 u. 41 (Biegungslinie); «. 59—63 < Knickfestigkeit). 
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Lueger, Lexikon der gesamten Technik; die Artikel „Bie- 
gungslinie'' und „Elastische Linie''. 

V. Ott, Vorträge über Baumechanik; § 17 auf S. 106—109 
der 2. Auflage des 11. Theües. 

Ritter, Lehrbuch der Ingenieur- Mechanik; § 4 auf S. 13 
bis 15 der 2. Auflage. 

Saalschütz, der belastete Stab; S. V— IX u. XV— XIX. 
(Das Werk benutzt die streng richtige Gleichung Nr. 3.) 

Weisbach-Herrmann, Lehrbuch der Ingenieur- und Ma- 
schinen-Mechanik, Theü I; §223 auf S. 433 — 437 der 
5. Auflage. 

Wittmann, Statik der Hochbauconstructionen, Theil II; 
S. 13 der 2. Auflage. 



Fig. 72. 



B. 

Ein wagerechter Träger mit konstantem Querschnitt 
(z. B. ein Balken, ein Metallstab oder dergleichen) sei, wie 
die Figur 72 es andeutet, an dem einen Ende horizontal fest- 
gehalten (eingemauert, 
eingespannt), an dem an- 
deren durch ein Gewicht 
P belastet. Die eigene 
Schwere des Trägers sei, 
mit P verglichen, sehr 
gering und deshalb zu 
vernachlässigen. Dann 
hat seine Biegungslinie 
AQB^ bezogen auf das 

in der Figur angegebene Achsenkreuz, gemäß Nr. 5 die Diffe- 
rentialgleichung ^ 

Pia — x) 




6) 



y" = 



WE 



wenn AB* mit a bezeichnet wird. Es ist nämlicli für den zu 
der Abscisse 

x = AQ* 

gehörenden Querschnitt, oder für das von Q bis B reichende 
Trägerstück, das in Nr. 5 vorkommende Moment 

7) M=iP(a — x), 



*4?"*^ ■'■- f^'^l'i ■,■■•■»"■ 
-*:^ ■:.".:■ -L^ ■ ■ 
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Durch Integration von Nr. 6 soD die Biegungslinien- 
Gleichung in der Form 

8) y = fix) 
abgeleitet werden. 

Hierauf soll man sie benutzen, um (ausgedrückt durch E^ 
P, W und a) die Senkung des Endes jB, also 

wie auch den Winkel ß zu berechnen, unter welchem das bei 
B liegende letzte Bogenelement gegen die X-Achse geneigt ist.*) 

Lösung. Die Differentialgleichung Nr. 6 bat die allgemeine 
Form: 

9) y'=q>(xy 

Es ist also bei der Integration derselben zunächst von der 
Gleichung 

und dann von 

Gebrauch zu machen. 

Setzt man, zur Abkürzung, 

so geht Nr. 6 über in: 

13) y" = *P(a — rr)**) 
und wegen Nr. 10 in: 

14) ^ = *P(a-x). 

Hieraus wird, durch Trennung der Veränderlichen x und j/': 

15) dy' = kP{a — x)dx. 

Das gibt, wenn man vorher das Produkt auflöst, durch Integration: 

16) y' = kP (ax — ^^x^) + Gl 

*) Die Ergebnisse der Untersuchung sind nicht nur für Träger, 
sondern auch für Hebel, Zapfen, Radzähne u. s.w. zu be- 
achten. 
**) Diese Gleichung Nr. 13 gibt, wegen Nr. 4, sogleich Auskunft 
über die Werte der Krümmungshalbmesser der Biegungs- 
linie. 
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oder 

17) y' = -\kPx(2a — x)-\-C^. 

Hierbei ist die Integrationskonstante C^ (wegen der geometrischen 
Bedeutung von j/' und wegen der Art der Einspannung, siehe 
Figur 72) bestimmt durch die zu erfüllende Bedingung 

18) y;=o=o- 

Letztere gibt, eingeführt in Nr. 17: 

19) Ol = 0. 
Es geht also Nr. 16 über in: 

20) t/' = iP (ao; — \- x^) = \ hPx (2 a — x)*) 
Wegen Nr. 11 gibt das: 

21) -g- = TcP^ax - \-x^) 

und bei Trennung der jetzt vorliegenden Veränderlichen x und y, 

22) dy^hPiax— { ^0 ^^* 
Hieraus wird durch nochmalige Integration: 

23) y = hP (1 ax^-{- a;") + C, , 
oder 

24) j/ = |Ä;Px*(3a — ^) + C2. 

Die Integrationskonstante C^ ist hierbei durch die der Figur 72 
sofort entnehmbare Bedingung: 

25) 2/,=o = 



*) Man kann die Rechnung auch so durchführen, daß man an die 
Stelle von Nr. 15 treten läßt: 

dy* = — hP{a — x)d(a'—x). 

Dann gibt die Integration: 

Dabei ist die Integrationskonstante B^ wieder durch die Be- 
dingung Nr. 18 bestimmt. Sie liefert: 

h P 

Es ist also Bi nicht (wie Ci) gleich Null, sondern 

ß^ = A Je Pa\ 
Hiermit erfolgt Übergang in Nr, 20, 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. T. IV. 16 
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bestimmt Wird diese in Nr. 24 eingeführt, so ergibt sich: 

26) Ci = 0. 
Mithin hat man, wegen Nr. 24 und 26, in 

27) y = {kPx^(Sa — x) 

die gesuchte Gleichung der Biegungslinie AQB. 

Es ist also diese Linie eine algebraische Kurve dritten 
Grades. 

Zu jedem Werte von x gibt Nr. 27 den zugehörigen BStrag 
des y; so z. ß. für die verlangte Senkung B^B des Endes des 
Trägers: 

28) B'B = b = y^^^ = {hPa^ 

Femer gibt Nr. 27 (oder, was einfacher ist, Nr. 20) für den 
gesuchten Winkel ß: 

29) tan /? = I kPa\ 
also 

30) /? = arc tan I kPaK 

Hierfür darf, wegen der Kleinheit des Winkels /?, näherungs- 
weise 

31) ß = {kPa^ 
genommen werden. 

Anmerkung. Man beachte folgende, den vorstehenden 
Abschnitt B betreffende Literatur, welche teilweise die 
Lösung der vorstehenden Aufgabe bei anderer Lage des 
Achsenkreuzes durchführt: Autenheimer, Elementarbuch 
der Differential- und Integralrechnung, § 364 auf S. 426 u. 
427 der 3. Auflage. — Fuhrmann, naturwissenschaftliche 
Anwendungen der Differentialrechnung, § 33 auf S. 82 u. 
83 der 2. Auflage. (Untersuchung der Tangenten, Nor- 
malen, Krümmungsradien und Bogenlängen der durch Nr. 27 
bestimmten Biegungslinie.) — Kohlrausch, Leitfaden der 
praktischen Physik, S. 104 der 4. Auflage. — Navier, 
Mechanik der Baukunst, übersetzt von Westphal, 2. Auf- 
lage, S. 42 — 44. — V. Ott, Vorträge über Baumechanik, 
Theü II, S. 137 u. 138 der 2. Auflage. — Ritter, Inge- 
nieur-Mechanik, S. 16 — 19 der 2. Auflage. (Messung der 
Senkung B'B unter Benutzung eines Spiegels und eines 
Fernrohrs. Berücksichtigung geringer Schiefe der Ein- 
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Spannung.) — Uhlich, die Festigkeitslehre, S. 34 — 36. 
(Mit Zahlenbeispielen.) — Weisbach -Herrmann, Lehr- 
buch der theoretischen Mechanik, 5. Autlage, S. 462 — 464. 
(Vorausgesetzt ist hier, daß der Träger nicht genau wage- 
recht eingespannt sei.) — Wittmann, Statik der Hochbau- 
Konstruktionen, Theil n, § 4 auf S. 117— 121 der 2. Auflage. 

C. 

Es möge nun vorausgesetzt werden, daß auf den durch die 
Figur 72 (Seite 239) angedeuteten Träger außer der Einzel- 
last P noch eine gleichmäßig verteilte Last einwirke, welche 
für die wagerechte Längeneinheit die Belastimg |7 gibt*) 
(in die auch das Eigengewicht des Trägers eingerechnet werden 
kann). 

Man ermittele, ausgehend von Nr. 5, zunächst die Diffe- 
rentialgleichung der Biegungslinie in der Form Nr. 9; hierauf 
die zugehörige Integralgleichung in der Form Nr. 8. Aus 
ihr entnehme man wieder (wie in dem vorstehenden Abschnitte) 
die Senkung b des Endes B und den Winkel ß. Auch wende 
man die Ergebnisse an auf die beiden Sonderfälle, in deren 
einem P = und in deren anderem j> = ist. 

Lösung. Auf den bei Q (Abscisse x) befindlichen Quer- 
schnitt, oder auf das Trägerstiick QB^ wirkt die EinzeUast P 
am Hebelarme a — x und die gleichmäßig verteilte Last^ (a — x) 

am Hebelarme ^ (a — a;), nämlich im Schwerpunkte jenes Stückes. 

Das in der Gleichung Nr, 5 vorkommende Moment der äußeren 
Kräfte hat also den Wert 

32) M= P(a — x) + jp(a- x)^. 

Hiermit geht Nr. 5, wenn wieder die Abkürzung Nr. 12 benutzt 
wird, über in: 

33) y" = Je [P{a — x) + ^p (a — x^y**) 

*) Das stimmt überein mit einer gleichförmigen Belastung der 
Längeneinheit des Trägers, wenn man die Biegung als so 
gering voraussetzt, daß die Länge des gebogenen Trägers 
gleich der seiner Wagerechtprojektion genommen werden darf. 

**) Nr. 33 lehrt, wegen Nr. 4, welche Werte die Krümmungs- 
halbmesser haben. 

16* 
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Diese Differentialgleichung der Biegungslinie ent- 
spricht der Gleichung Nr. 13. Sie ist, wie letztere, von der 
Form Nr. 9 und läßt sich ganz so behandeln, wie Nr. 13 be- 
handelt wurde. 

Das gibt, gemäß Nr. 10: 

34) dy' = * (P (a — a?) + |i? (a — xA dx; 

mithin, nachdem die vorkommenden Produkte aufgelöst worden 
sind, durch Integration: 

35) y' = k (P(aa; -I x*) + ^p (a*x - ax^ + | ar»)} + C. , 
oder 

36) y' = h[t{a-\x) + \p{a'-ax + ^x*)]x+C,. 

Dabei ist die Integrationskonstante wieder (wie bei Nr. 17) durch 
die Bedingung Nr. l8 bestimmt, also gleich Null; daher: 

37) y' = h[p{a-\x)-^^p{a^-ax-\-\x^))x*) 
Aus Nr. 37 und Nr. 11 folgt nun: 

38) dy = kip{a — \x)-{-\p{a^ — ax-['\ a;^)! x dx . 
Das gibt durch nochmalige Integration: 

Wegen der auch hierbei wieder zu erfüllenden Bedingung Nr. 25 
ist die Integrationskonstante Cg gleich Null. Demgemäß lautet 
die Gleichung der Biegungslinie: 

40) y = ^*{4P(3a — a;)-fi>(6a2 — 4aa;-f a;«)}a;2. 

Letztere gehört also zu den algebraischen Kurven vierten Grades. 

Für die Senkung des freien Endes B des Trägers gibt 
Nr. 40 : 

41) P'J5=6 = ya:=« = ^*{8P+3ai>}a^ 

*) Man beachte, daß Nr, 34 auch in der Form 

d y ' = — fc I p (a _ a;) + y jp (a — a?)4 d (a — a;) 

behandelt werden kann. Siehe die zu Nr. 20 gehörige Be- 
merkung am Fuße der Seite 241. 
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Femer hat man für den verlangten Winkel /?, gemäß Nr. 40, 
oder, was besser ist, laut Nr. 37: 

42) tajiß=l i{3P4-ai?}a^ 

also 



43) /? = arc tan y {3 P + ap^ a\ 



Dabei ist, für Nr. 41, 42 und 43, zu beachten, daß ap die ganze 
über den Träger gleichmäßig verteilte Belastimg darstellt. 

Femer verdient Beachtung, daß, wegen der geringen Größe 
des Winkels /?, näherungsweise 



44) /J = -|-{3P+ai)}a' 



statt Nr. 43 genommen werden darf. 

In welcher Weise sich die Ergebnisse vereinfachen, wenn 
die in der Aufgabe genannten Sonderfälle (P=:itO, oder|? = 0) 
eintreten, ist selbstverständlich. (Für j^ = ergeben sich die 
Formeln des vorstehenden Abschnittes B.) 

Anmerkung. Nachstehende Literatur, den Abschnitt C 
anlangend, sei zur Benutzung empfohlen: Autenheimer, 
Elementarbuch der Düferential- und Integralrechnung, § 365 
auf S. 427—429. — Bach, Elasticität und Festigkeit, S. 66 
u. 67. (Bedenken bezüglich der durch die Gleichung 
Nr. 18 ausgedrückten Bedingung.) — Grashof, Theorie 
der Elasticität und Festigkeit, S. 72 u. 73 der 2. Auflage. 

— Keck, Vorträge über Mechanik, Theü 11, S. 42— 45. 
(Von der Einspannung ist hier vorausgesetzt, daß sie 
nicht eine vollkommen wagerechte sei, sondern eine 
kleine Neigung nach unten habe. Angefügt wird .ein 
Zahlenbeispiel, welches einen Balkonträger betrifft.) 

— Kohlrausch, praktische Physik, S. 107 u. 108 der 
6. Auflage. — v. Ott, Vorträge über Baumechanik, Theil 11, 
S. 137, 138, 142 u. 145 der II. Auflage. — Schell, Theorie 
der Bewegung und der Kräfte, S. 128 der 2. Auflage des 
II. Theües. — Uhlich, die Festigkeitslehre, Nr. 2 auf 
S. 57—59. (Mit 2 Beispielen.) — Weisbach-Herrmann, 
Lehrbuch der theoretischen Mechanik, S. 465 u. 466 der 
5. Auflage. 
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D. 

Es sei ein prismatischer, wagerechter Träger an seinen Enden 
so unterstützt, wie die Figur 73 es andeutet. Dabei sei er 

Fig. 73. 



2 






-j:- 



\p 



k 



@] *x 



gleichförmig belastet, und zwar für die horizontale Längen- 
einheit mit dem Gewichte p. 

Dann gilt, was ausfuhrlich nachgewiesen werden möge, 
das unter I bis V Folgende, wenn die Biegung wieder als so 
gering vorausgesetzt wird, daß an Stelle der Bogenlängen der 

Fig. 74. 




elastischen Linie APB (Figur 74) deren Wagerechtprojektionen 
genommen werden dürfen. 

I. Bei A und B wirken, senkrecht nach oben, Stützen- 
reaktionen, jede gleich \pa. Demgemäß hat, falls das Achsen- 
kreuz in der durch die Figuren 73 und 74 angegebenen Weise 
gelegt wird, das Moment M der äußeren Kräfte des bei P 
befindlichen Trägerquerschnitts den Wert 

45) M = \px (a — x), 

wobei AP* = x ist.*) (Es wirken nämlich, links von P, die 
Stützenreaktion yP^ ^^ Hebelarme ar und die Belastung |?a? am 
Hebelarme jX.) 



Man gebe an, für welches x dieses Moment seinen Größt 
betrag erreicht. 
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n. Also lautet die Differentialgleichung der Biegungs- 
linie: 

46) y" = ^kpx(x-'a), 

wenn wieder von der Abkürzung Nr. 12 Gebrauch gemacht wird. 
ni. Die erste Integration dieser Gleichung Nr. 46 gibt: 

47) y' = l,kp(a^-ßax^+^x^), 

faUs man die Integrationskonstante mittels der (der Anschauung 
entnommenen) Bedingung 

48) y. = i„ = 
bestimmt. 

IV. Durch Integration von Nr. 47 wird nun als Gleichung 
der Biegungslinie erhalten: 

49) y = k ^p (^* — 2 ^^^^ + *^') ^' 

wobei die neue Integrationskonstante der Bedingung 

50) y^^o = 
entnommen ist. 

Anmerkung. Es kann Nr. 49 auch erhalten werden, 
indem man Nr. 48 unbenutzt läßt, dafür aber, neben Nr. 50, 
die Bedingung 

51) y^^a = 
verwendet. 

V. Für die stärkste Durchbiegung des Trägers (offen- 
bar in seiner Mitte eintretend) ergibt sich mit Nr. 49: 

^2) y,^^, = ^kpa\ 

Anmerkung. Folgende, den Abschnitt D betreffende, 
Literatur sei empfohlen: v. Ott, Vorträge über Bau- 
mechanik, 2. Auflage, 11. Teil, § 27 auf S. 150—152. — 
Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, 2. Auflage, 
Bd. II, § 11 auf S. 127 u. 128. — Uhlich, die Festig- 
keitslehre, Nr. 1 auf S. 55 — 57. — Weisbach-Herrmann, 
Lehrbuch der theoretischen Mechanik, 5. Auflage, S. 434 
und 435. — Winkler, Elasticität und Festigkeit, § 106 
auf S. 87 und 88. — Wittmann, Statik der Hochbau- 
constructionen, S. 89—93 der 2. Auflage des II. Teiles. 
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Man untersuche die Biegungslinien wagerechter Träger, 
nach Anleitung der TOrstehendeii Abschnitte A bis D, such für 
die im Folgenden unt«r I bis HI angegebenen Falle und benutze 
hierbei die bei jedem Falle genannt« Literatur. 

I. Der Träger hat, wie die Figur 75 es andeutet, an seinen 
Enden zwei gleich hoch liegende Stützen, wird aber nicht 




nur durch eine gleichförmig verteilte Last beansprucht (wie 
in dem vorher behanddten Falle D), sondern auch durch eine 
Einzellast L. (Die Sonderfälle, in welchen eine liUeser beiden 
Belastungsart«» verschwindet, sind eingeschlossen.) 

Literatur: Autenheimer, Elementarbach der Diffe- 
rential- und Integralrechnung, § 366 auf S. 430— i33 der 
3. Auflage. — Bach, Elasticitat und Festigkeit, S. 67 (Nr. 2) 
bis S. 71; auch § 46 auf S. 235—240. — Keck, Vorträge 
über Mechanik, Theil II, Abschnitt b auf S. 46 — 47. — 
V. Ott, Vortr%e über Banmechanik, 2. Auflage, II, Theil, 
§ 26 auf S. 146—149. — Ritter, Lehrbuch der Ingenieur- 
Mechanik, 2. Auflage, § 7 auf S. 23—26. — Schell, Theorie 
der Bewegung und der Kräfte, 2. Auflage, Bd, H, § 12 auf 
S. 128. ~ Uhlich, die Festigkeitslehre, S. 37—42. -— 
Winkler, Elasticitat und Festigkeit, Teil I, § 101 auf 
S. 84 u. 85. 

IL EsistderTräger(siehe 
Figur 76) an dem einen Ende 
wagerecht eingespannt, 
an dem anderen, in derselben 
Höbe, frei unterstützt. Er 
trägt sowohl eine gleich- 
förmig verteilte, als auch 
eine Einzellast L. (Ein- 
geschlossen sind auch hier 
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wieder die Sonderfälle, in welchen eine dieser beiden Be- 
wegfällt.) 



Literatur: Autenheimer, Elementarbuch der Diffe- 
rential- und Integralrechnung, 3. Aufli^e, § 367 anf S. 433 
bis 436. — Keck, Vorträge über Mechanik, Theil 11, Ab- 
schnitt d auf S. 49—56. — v, Ott, Vorträge über Bau- 
mechanik, 2. Auflage, H. TheU, S. 199 u. 200, — Schell, 
Theorie der Bewegung und der Kräfte, 2. Auflage, Bd. II, 
§ 14 und § 16 auf S. 128, bezüglich 129. — Uhlieh, 
Festigkeitslehre, Nr. 4 u. 5 auf S. 43 — 48; ferner Nr. 3 
auf S. 59—61. — Winkler, Elasticitat und Festigkeit, 
1. TheU, § 112—115 auf S. 94—97. — Wittmann, Statik 
der Hochbaueon struction en , 2. Auflage, Theil II, § 5 auf 
S. 121—125. 



III. Der Träger (Figur 



Kk. 1 



TT) ist an beiden Enden 
wagerecht ein gespannt. 
Er unterliegt den Einwir- 
kungen einer gleichför- 
mig verteilten und t 
Einzellast. (Die beson- 
deren Fälle, in welchen 
eine dieser beiden Be- 
lastungsweisen sich nicht 
vorfindet, sollen auch hier wieder eingeschlossen sein.) 

Literatur: Bach, Elasticitat und Festigkeit, Nr. 3 auf 
S. 72 — 74. — V, Ott, Vorträge über Baumechanik, 2. Auf- 
lage, Theil II, § 33—35 auf S. 184—194. — Ritter, Lehr- 
buch der Ingenieur-Mechanik, 2. Auflage, § 8 auf S, 26 — 31, 
— Schell, Theorie der Bewegung und der Kräfte, 2. Auf- 
lage, Bd. II, § 15 auf S. 129. — Uhlieh, die Festigkeits- 
lehre, Nr. 6 auf S. 48—50; auch Nr. 4 auf S. 61 u. 62. — 
Winkler, Elasticitat und Festigkeit, 1. Theil, § 118—120 
auf S. 98 — 101; ferner § 122—124 auf S. 101—103. — 
Wittmann, Statik der Hochbauconstructionen, 2, Auflage, 
Theil IL S. 108 u. 109. 
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Fig. 78 



F. 

I. Ein senkrechter, prismatischer Stab AB (eine 
Stütze, eine Säule) ist, wie es die Figur 78 darstellt, unten 
vertikal festgehalten (z. B. eingemauert oder eingeklemmt), 

am oberen, freien, seitlich ausweich- 
baren Ende durch die Kraft P in der 
Richtung seiner Achse gedrückt 
(belastet). Letztere biegt sich dann, 
bei hinreichender Länge, nach einer 
Kurve, welche in der Figur 79 durch 
AQB angedeutet ist. 

Man soll, von Nr. 6 ausgehend, die 
Differentialgleichung dieser Biegungs- 
linie ermitteln, sie dann integrieren und 
dadurch y, nämlich Q*'Q^ herleiten, aus- 
gedrückt durch x = BQ\ a = A"A 
und h = BA\ 

Lösung. Auf den bei Q befind- 
lichen Querschnitt wirkt äußerlich nur 
die Kraft P und zwar am Hebelarme 
a — y. Das Kraftmoment der Gleichung 
Nr. 5 hat also den Wert 

53) Jf = P(a — y). 

Demgemäß lautet die Differentialgleichung der Bie- 
gungslinie: 

P 

54) 2/'' = -^p^(ö — y); 

oder 

55) y^* = h^{a-^y), 

wenn, zur Abkürzung, 





--•fr 



56) 



WE 



= *' 



gesetzt wird. 

Sie ist von der allgemeinen Form 
57) y^ = ^ (y). 

Bei der Integration derselben hat man also zunächst von der 
Gleichung 
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5S, ,. = « 

Gebrauch zu machen; dann von Nr. 11. (Vergleiche Nr. 53—58 
mit Nr. 6—13.) 

Aus Nr. 55 und 58 Mgt: 

59) y' dy' = k^(a — y) dy ; 

mithin, wenn man mit dy ausmultipliziert und dann integriert: 

60) \ y'^ = k' (ay - 1 y«) + Ci .*) 

Dabei ist die Integrationskonstante C^ bestimmt durch die für 
die EinspannungssteUe B (Figur 79) geltende Bedingung: 

61) yy=o = 0. 
Letztere gibt, eingeführt in Nr. 60: 

62) Ci = 0. 

Hiermit geht Nr. 60 über in 

63) y^ = 2Ä:2(ay--^»2). 

also ist 

64) y' = ±k |/2~ay — y*. 

Durch Benutzung von Nr. 11 und durch Trennung der Ver- 
änderlichen folgt hieraus: 

^_ =±:hdz. 
/2 ay — y» 

Man hat also: 

65) f , ^y =±kx + C?a. 

Das kann umgeformt werden in 

66) ( ^y =±hx+C,. 

J ya^ — (a — yf 

Setzt man nun 

67) a — y = v, 
so ist 

68) dy = — dv, 

und es geht Nr. 66 über in: 

— / , = ± Äo; + Ca. 

J /a2 — t;2 ^ 



69) 



*) Siehe das unter 31, «, Folgende. * 



-T- »-'VM -'•■' 
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Demgemäß hat man: 

V 

70) — arcsin — = ±hx -^-C^; 
also, laut Nr. 67: 

71) — arc sin — = ±kx4- Co. 

Die Integrationskonstante C3 ist hierbei durch die der Einspan- 
nungsstelle B entsprechende Bedingung 

72) y.=o=o 

bestimmt. Diese gibt, wenn sie in Nr. 71 eingeführt wird: 

73) -Y = ^'- 
Mithin geht Nr. 71 über in: 

74) — arc sin -^ = ± kx. 

2 a 

Das ist so viel wie: 

75) arc cos — = ± kx. 

a 

Aus Nr. 75 aber folgt: 

a — y , 

^ = coskx. 

a 

also 

76) y =za{l — cos kx); 
oder, umgeformt: 

77) y = 2asin^~' 
Daher hat man, gemäß Nr. 56: 



78) y = all^ cos y ;^^ ^ j; 



oder 



79) 2/ = 2asin^j/^f. 

Da, nach dem Wortlaute der Aufgabe, verlangt ist, daß y 
durch rc, a und k ausgedrückt sein soll, so muß in Nr. 76 und 

77 noch k, oder in Nr. 78 und 79 die y^FTf^r^ entfernt und dafür 
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h eingeführt werden. Das geht mittels der für das obere Ende 
des Stabes geltenden Bedingung 

ÖO) 2/x=Ä = «. 

Sie gibt, laut Nr. 76: 



81) 






a a(l — cosÄÄ), 


mithin 








82) 






cos kh 0. 


Also hat 


man: 






83) 


• 


kh 


TT TT TT 

2' "* 2' ^ 2' 


oder 








84) 






*A (2n+l)y, 


wobei 








85) 






« 0, 1, 2, 3, 



86) y = a\l — GO%^ '-^ J 



^-*^°'"2Äi' 



ist. 

Die gesuchte Gleichung' der Biegungslinie lautet mithin, 
gemäß Nr. 76 und 84: 

(2 n +J) ^^ 
2A 

dabei n gemeint im Sinne von Nr. 85, also zum Beispiel 

87) y = a{ 

für 

88) n = 0. 

n. a) Wird Nr. 59 in der Form 

88) y^dy^ = - P (a^y)d{a^ y) 
benutzt, so gibt die Integration, statt Nr. 60: 

89) |2/'2 = _|*2(a_j/)2 + |JSi, 

wobei -^Bi die dann vorliegende Integrationskonstante bedeutet. 

Man zeige, daß die Weiterbehandlung von Nr. 89 wieder 
auf Nr. 64 führt. 

ß) Wenn in Nr. 55 

90) a — 2/ = — u 
gesetzt wird, so ist 

91) i/ = a + w 
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und 

92) ^y_^«. 

Es geht also dann Nr. 55 über in: 

«^) S- = - **•'• 

Dieser Differentialgleichung entspricht bekanntlich 

94) u = A cos irr + -B sin Izx^ 
also 

95) j/ = a + -^ cos ioj + -ß sin Aa;. 

Darf dies als bekannt vorausgesetzt werden, so handelt es sich 
nur noch um die Berechnung der Integrationskonstanten 
A und B, 

Benutzt man zu diesem Zwecke zunächst die Bedingung 
Nr. 72, so gibt Nr. 95 : 

96) ^ = — a. 

Entnimmt man nun, durch Differentiation, aus Nr. 95: 

97) j/' = — Ak sin Izx + Blz cos Tzx 

und benutzt die dem unteren Ende des Stabes entsprechende 
Bedingung 

so folgt 

99) 5=0. 

Mit Nr. 96 und 99 geht Nr. 95 über in Nr. 76. Aus der letzt- 
genannten Gleichung ergibt sich dann wieder Nr. 86 mittels der 
Bedingung Nr. 80. 

Y) Man zeige, daß Nr. 86 aus Nr. 95 auch dann folgt, wenn 
die Bedingungen, welche zur Bestimmung von JL, 5 und h be- 
nutzt werden können, in der Reihenfolge 72, 80, 98 zur An- 
wendung gelangen. 

in. Die im Nachstehenden genannte, den Abschnitt F be- 
treffende Literatur sei der Beachtung sehr empfohlen: 

Gottgetreu, Lehrbuch der Hochbau-Konstruktionen, 11. Teil, 

S. 101—104. 
Keck, Vorträge über Elasticitätslehre, S. 129—146. (Cen- 

trische und excentrische Druckbelastung. Formen der 

Biegungslinie. Knickformeln von Euler, Schwarz und 

Eankine.) 
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Nävi er, Mechanik der Baukunst, 2. Auflage der Über- 
setzung von Westphal und Foeppl, § 389 — 392 auf 
S. 224 u. 225. (Mit Figuren für die Formen der Bie- 
gungslinien.) 

Saalschütz, der belastete Stab u. s. w., S. XIX — XXXI 
und 1—34. 

Weisbach-Herr mann, Lehrbuch der theoretischen Mecha- 
nik, 5. Auflage, S. 589—594. 

Winkler, Elasticität und Festigkeit, Theü I, § 171 auf S. 160. 



G. 

Man untersuche nun die Biegungslinien vertikal belasteter, 
senkrechter Stäbe (Stützen, Säulen) nach Anleitung des vor- 
stehenden Abschnittes F (oder auf ihn zurück- 
führend) bezüglich der im Folgenden unter 
I bis IV genannten FäUe und benutze hierbei 
die bei jedem Falle angegebene Literatur. 

I. Der ursprünglich senkrechte Stab ist, 
wie die Figur 80 es andeutet, unten vertikal 
eingespannt, oben durch eine Kraft P, 
welche parallel zu seiner Achse, aber 
außerhalb derselben, wirkt, belastet. Die 
Kraftrichtung und die Achsenrichtung haben 
den Abstand a. (Vergleiche den Abschnitt F, 
wo a = vorausgesetzt ist.) 

Literatur: Bach, Elasticität und 
Festigkeit, S. 104 — 106, 226 — 235. — 
Grashof, Elasticitätslehre, S. 162—164. 

— Navier, Mechanik der Baukunst, 
deutsch von Westphal und Foeppl, 
§ 406 auf S. 234 u. 235. — v. Ott, 

Vorträge über Baumechanik, Theil 11, S, 360—363. — 
üblich, die Festigkeitslehre, S. 120—124. — Winkler, 
Elasticität und Festigkeit, Theil I, § 177 auf S. 166 u. 167. 

— Wittmann, Statik der Hochbauconstructionen, Teil 11, 
S. 73 — 75 der 2. Auflage. — Zimmermann, Sicherheits- 
grad der Bauconstructionen, S. 5—23. (Bedenken bezüglich 
der Euler'schen Knicktheorie.) 
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Fig. 81. 




n. Beide Enden des vertikal belasteten, senkrechten Stabes 
sind, wie die Figur 81 es andeutet, nicht festgehalten, aber sie 

sind gezwungen, in der ursprünglichen Verti- 
kalen zubleiben; dabei abgerundet, oder um 
Bolzen drehbar. 

Literatur: Autenheimer, Elementar- 
buch der Differential- und Integralrechnung, 
§ 368 auf S. 436—439 der 3. Auflage. — 
Bach, Elasticität und Festigkeit, S. 107. — 
Nävier, Mechanik der Baukunst, deutsch 
von Westphal und Foeppl, § 383—388 
auf S. 221—224. — Ritter, Lehrbuch der 
Ingenieur-Mechanik, § 55 auf S. 170 — 173 
der 2. Auflage. — Weisbach-Herrmann, 
Lehrbuch der theoretischen Mechanik, 5. Auf- 
lage, S. 594 u. 595. — Winkler, Elasticität 
und Festigkeit, Theil I, § 172 auf S. 161 u. 
162. — Wittmann, Statik der Hochbau- 
constructionen, Teil II, S. 64 der 2. Auf- 
lage. 
in. Das untere Ende des vertikal belasteten, senkrechten 

Fig 83 Stabes (Figur 82) ist vertikal fest- 
gehalten (eingespannt); das obere 
ist frei, aber gezwungen, in der Senk- 
rechten des unteren Endes zu bleiben. 
Literatur: Handbuch der 
Architektur, Theil I, Bd. 1 
(v. J. 1883), Nr. 4 auf S. 3O0 
u. 301. — Navier, Mechanik 
der Baukunst, deutsch vonWes t- 
phal und Foeppl, § 393 auf 
S. 225 u. 226. — Weisbach- 
Herrmann, Lehrbuch der theo- 
retischen Mechanik, 5. Auflag-e, 
S, 596—598. — Wittmann, 
Statik der Hochbauconstructio- 
nen, Teil H, S. 65 u. 66 der 
2. Auflage. 

IV. Beide Enden des senkrecht belasteten, vertikalen Stabes 
sind, wie die Figur 83 es darstellt, senkrecht festgehalten 





/>! 




Differentialgleiclmiigeii zweiter Ordnung. 257 

(eiDgespannt) ; es ist also die Biegimgslinie genötigt, sich oben 
und unten der Vertikalen berührend anzuschließen. 

Literatur: Bach, Elasticität und Festigkeit, S. 107 u. 
108. — Handbuch der Architektur, Theü I, Bd. 1 
(v. J. 1883), Nr. 3 auf S. 299—300. — Weisbach-Herr- 
mann, Lehrbuch der theoretischen Mechanik, S. 595 u. 596. 



§ 33. AnreguBgeB und ABmerkungen, welche banwissenschaftllohe 
Anwendiingen der DlffereBtialgleiGhimgeB zweiter OrdnnBg 

betreffen. 

Die Benutzung der unter I— IX folgenden Andeutungen 
und Literaturangaben sei empfohlen. Sie möge Beispiele 
liefern, die Leser aber auch zu- eigenen Untersuchungen 
anregen.*) 

Seilkurven, Kettenlinien, Drucklinien, Stützlinien 

und Belastungslinien. 

Neben dem Inhalte der vorstehenden §§ 29, 30 und 31 be- 
nutze man, bezüglich des in der Überschrift Genannten, die 
nachstehende Literatur: 

Autenheimer, Elementarbuch der Differential- und Inte- 
gralrechnung, § 361 u. 362 auf S. 416—424 der 3. Auf- 
lage. (Die Form eines von oben oder von unten durch 
lockere Massen, z. B. Sand oder Wasser, belasteten 
Tuches.) 

Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik, Band II, 
§ 56 auf S. 397 — 401. (Allgemeines über Stützlinien 
und Drucklinien bezüglich der Theorie der Gewölbe und 
der durchlaufenden Träger.) 

Keck, Vorträge über Elasticitäts-Lehre, S. 313—315. (Sehr 
einfache Herleitung der — für die Theorie der Gewölbe 
dann zur Benutzung kommenden — Grundgleichungen 
der Kettenlinien und Dinicklinien für senkrechte Be- 
lastung, nämlich der Gleichungen 



1) 



Ax" ~ H 



*) Manche der zitierten Arbeiten machen von Differentialglei- 
chungen höherer Ordnung Gebrauch. 

Fuhrmann, Anwendungen d. Infinitesimalrechnung. T. IV. 1« 
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und 



2) 



-ff sec» 6 

0= 5 

in welchen x und y die rechtwinkligen Koordinaten des 
allgemeinen Punktes der Kettenlinie, ^ seine Belastungs- 
höhe, H die wagerechte Scheitelspannkraft, q der Krüm- 
mungshalbmesser, 6 der Winkel, den die Spannungs- 
richtung mit der X-Achse bildet, sodaß 

3) tanö = i^- = /^ 

"^ dx H 

ist. Man sehe: Fuhrmann, bau wissenschaftliche An- 
wendungen der Differentialrechnung, S. 90, insbesondere 
die dortige Figur 45.) — Femer: S. 323—330 u. 348 
bis 353. (Hagensche Drucklinie iur wagerechte Be- 
lastungslinie. Ketten- und Drucklinien für unsymmetrische 
Belastung. Erdbelastungs-Drucklinien.) 

V. Ott, Vorträge über Baumechanik, Theil I, § 36 auf 
S. 93—103 der 2. Auflage. (Ableitung der Stützlinien 
für Gewölbe mit vorgeschriebenem Belastungsgesetze.) 
— Ferner: § 46 auf S. 124—131. (Gewölbetheorie mit 
Rücksicht auf Seitendruck lockerer Bogenbelastung.) 

Ritter, Lelirbuch der Ingenieur-Mechanik, § 118 — 125 auf 
S. 328—347 der 2. Auflage. (Stützlinien im allgemeinen 
und für besondere Fälle der Belastung. Evoluten jener 
Kurven.) — Ferner: § 135—137 auf S. 369—377. (Erd- 
druck- und Wasserdruck- Stützlinien.) 

Weisbach-Herrmann, Ingenieur- und Maschinen-Mecha- 
nik, Theil II, Abtheilung 1 (Statik der Bauwerke), § 23 
u. 24 auf S. 139—162 der 5. Auflage. (Stützlinien und 
deren Evoluten für horizontal begrenzte Belastung. Des- 
gleichen für Erddruck.) 

n. 

Die Biegungslinie oder elastische Linie als Seilkurve 

oder Kettenlinie. 

Aus der Art, in welcher die Differentialgleichung der Bie- 
gungslinie (Nr. 5 des § 32) mit der einer, zu vorgeschriebener 
Belastung gehörenden, Seilkurve (Nr. 1 des vorstehenden Ab- 
schnittes I) übereinstiijimt, ergibt sich, daß zwischen diesen beiden 
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Linien eine sehr nahe Beziehung besteht. Man sehe hierüber 
die grundlegende, im Literaturverzeichnis genannte Abhandlung 
von 0. Mohr: ,,Beitrag zur Theorie der Holz- und Eisen-Con- 
stJTuctionen" vom Jahre 1868. Femer sehe man: 

Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik, Bd. ü, § 19 
auf S. 105—115. 

Jaray, K., die elastische Linie als Seilkurve. (Technische 
Blätter, 1902, S. 95—119.) 

Ritter, Lehrbuch der Ingenieur-Mechanik, § 134 auf S. 365 
bis 369 der 2. Auflage. 

Stark, F., die Construction der elastischen Linie bei Trägern 
mit ungleichem Querschnitte. (Technische Blätter, 
1898, S. 7—13.) 

Weisbach -Herr mann, Ingenieur- und Maschinen-Mecha- 
nik, Theil n, Abtheilung 1 (Statik der Bauwerke), § 40 
auf S. 296—302 der 5. Auflage. 

Winkler, Vorträge über Brükenbau, Heft I, § 132 auf 
S. 282 u. 283 der 3. Auflage. 



Ul. 

Elastizität und Festigkeit; 
insbesondere: Biegung und Knickung.*) 

Man beachte folgende Literatur, welche von Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung Gebrauch macht: 

Alibrandi, P., suUa resistenza delle piastre rettangolari. 

(Annali della societä degli ingegneri e degli 

architetti Italiani, 1902, 95—121.) 
Barkhausen, G., Biegungsspannungen in Blechen und 

Bändern (Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 

1892, S. 553—558.) 
Collignon, Ed., note sur la flexion des pifeces droites 

comprim^es. (Ann. d. ponts et chauss., 1889, I, 

98—124.) 
Daujon, memoire sur le calcul des poutres droites a tra- 

v6es soUdaires. (Ebenda, 1894, I, 759—835.) 



*) Siehe: § 15, VI; § 21, IV; § 27, H. 

17^ 
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Durand, S. B., Stresses in steel foundations, (The engi- 
neering record, Bd. 39, S. 333—334, 354—355.) 

Engesser, F., zusammengesetzte Druck- und Biegungs- 
festigkeit schmiedeisemer Stäbe. (Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ingen., 1890, S. 731—736.) 

, Knickfestigkeit gerader Stäbe. (Centralbl. d. Bau- 

verw., 1891, S. 483—486.) 

Flamant, A., de Tinfluence sur la flexion des poutres de 
la Position superficielle de la Charge. (Ann. d. ponts 
et chauss., 1893, 11, 228—260.) 

, sur la flexion des plaques rectangulaires. (Ebenda, 

1896, n, 509—522.) 

Föppl, Festigkeitsverhältnisse einer häufig angewendeten 
Bolzenverbindung. (Schweizerische Bauzeitung, 
1891, I, S. 43—44.) 

Francke, A., Zerknickungsfestigkeit. (Zeitschr. d. Arch.- 
u. Ingen. -Ver. zu Hannover, 1895, S. 622—635.) 

, die elastische Linie des Balkens. (Zeitschr. f. 

Bauwesen, 1895, S. 439—452.) 

, der krumme Balken. (Ebenda, 1899, S. 309— 332.) 

, zu dem Aufsatze des Herrn Hacker in Berlin: 



„Einiges über Knickspannungen". (Zeitschr. f. Archi- 
tektur u. Ingenieurwesen, 1900, S. 239—247.) 

über Stabbiegung. (Centralbl. d. Bauverw., 



1900, S. 485—488.) 

Tragkraft der Säulen bei veränderlichem Quer- 



schnitt. (Zeitschr. f. Mathematik u. Physik, 1901, 
S. 419-434.) 

, Knickkraft des Paraboloids. (Schweizerische 



Bauzeitung, 1902, S. 106—107.) 



^"y=±M. 



, Genauigkeit der Biegungsgleichung EJ-j^ 

(Zeitschr. f. Bauwesen, 1902, S. 307—311.) 

G^rard, G. L., etude sur la stabilit^ des pifeces chargees 
debout. (Revue universelle des mines, 1902, Bd. 57, 
S. 249—305.) 
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Hacker, H., einiges über Kaickspannungen. (Zeitschr. 
f. Architektur u. Ingenieurwesen, 1899, Heftausgabe, 
S. 489-506.) 

Hager, K., Spannungsvertheilung in elastischem Material. 
(Deutsche Bauzeitung, 1900, S. 130—131.) 

Hollender, neue Theorie der excentrischen Belastung. 
(Dissertation, Köln, 1900. — Sie bespricht die Formeln 
von Euler, Navier, Schwarz, Rankine und Tet- 
majer, wie auch die Knickversuche des Letztgenannten 
und die von Bauschinger; schließlich gibt sie eine 
neue Theorie.) 

Jasinski, F., recherches sur la flexion des pi^ces com- 
primees. (Ann. d. ponts et chauss., 1894, H, 233 
bis 364, 654—657.) 

Keelhoff, F., experiences sur le travail des pi^ces droites 
soumises ä une traction excentrique. (Le g^nie civil, 
1894/95, Bd. 26, S. 220-221.) 

Kriemler, zu den Kübler'schen Entwicklungen über „Die 
richtige Knickformel''. (Deutsche Bauzeitung, 1900, 
S. 610—611.) 

, C. J., labile und stabile Gleichgewichtsfiguren voll- 
kommen elastischer, auf Biegung beanspruchter Stäbe 

(Habilitationsschrift, Karlsruhe, 1902.) 

Krohn, nouvelle formule pour les pi^ces soumises ä la 
compression. (Nouv. ann. de la construct., 1887, 
11—15.) 

Kubier, J., die richtige Knickformel. (Deutsche Bau- 
zeitung, 1900, S. 58—60, 368—370. — Zeitschr. d. 
Ver. deutsch. Ingen., 1901, S. 565—567.) 

, noch einmal die richtige Knickformel. (Zeitschr. 

f. Mathematik u. Physik, Bd. 47, 1902, S. 367—374.) 

Lebert, E., 6tude de la deformation elastique dans les 
piices comprim^es horizontales. (Ann. d. ponts et 
chauss., 1902, I, 89—134.) 

L6vy, M., sur l'epaisseur et la forme ä donner aux toles 
embouties. (Le genie civil, 1900, Bd. 36, S. 134—139.) 

Mantel, G., Knickfragen. (Schweizerische Bauzeitung, 
1895, I, S. 15—16, 24-26.) 



262 Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

Mesnager, A., contribution ä l'etude de la deformation 
elastique des solides. (Ann. d. ponts et chauss., 
1901, IV, 129—190.) 

, sur le calcul des pifeces rectangulaires fl^chies au 

moyen de la th^orie de Telasticitö. (Ebenda, 1901, II, 
161—171.) 

Schneider, A., zur Theorie der Knickfestigkeit. (Zeitschr. 
d. österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 1901, S. 633—638, 
649—653.) 

Schule, W., die Biegungslehre gerader Stäbe mit ver- 
änderlichem Dehnungskoeffizienlen. (Dingler' s Poly- 
techn. Journ., 1902, S. 149—154.) 

Sommerfeld, A., zum dynamischen Ausbau der Festig- 
keitslehre. (Physikal. Zeitschr., 1901/02, S. 266-271, 
286—291. — Siehe auch: Zeitschr. d. Ver. deutsch. 
Ingen., 1902, S. 391—394.) 

Westphal, M., Berechnung der Festigkeit loser und fester 
Flansche. (Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1897, 
S. 1036—1042.) 

Weyrauch, J., Aufgaben zur Theorie elastischer Körper. 
1885. 

Zschetzsche, A., zur Erkenntnis der Knickfestigkeit. 
(Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 1895, S. 1368 
bis 1373.) 

Körper yon gleichem Widerstände gegen Biegung; 
(Träger mit überall gleicher Sicherheit in Bezug auf 

Biegungsfestigkeit.) 

Siehe: 

Bach, Elasticität und Festigkeit, § 19 auf S. 74—78. 

Grashof, Theorie der Elasticität und Festigkeit, S. 116— 121 
der 2. Auflage. (Die in Betracht kommenden Differential- 
gleichungen sind von der Form 



4) 



5) 



äx^ a ]/x 

d^2 ^ 1 
dx^ "~ ax 
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und 

— - = — — (T^* ) 

dx' a 

Keck, Vorträge über Mechanik, Theil II, Abschnitt c auf 
S. 47—49. 

V. Ott, Vorträge über Baumechanik, Theil 11, S. 140—144 
der 2, Auflage. 

Uhlich, die Festigkeitslehre, S. 89—98. 

Weisbach-Herrmann, Lehrbuch der theoretischen Mecha- 
nik, § 257— 259 auf S. 536— Ü44 der 5. Auflage. 



LängsschwiEgungen, Querach wingungen 
und Torsionsschwittgungen elastischer Stäbe. 
Zerreißung eiserner Brücken. 
Man sehe; 
Autenheimer, Elementarbuch der DUTerential- und Inte- 
gralrechnung, § 377—379 auf S. 460—464 der 3. Auflage. 
Dienger, DüFerential- und Integralrechnung, Bd. II, Kr. 2 

auf S. 64—66 der 2. Auflage. 
Fuhrmann, naturwissenschaftliche Anwendungen der Inte- 
gralrechnung, § 53. 
Kraft, Sammlung von Problemen der analytischen Mechu- 

nik, Bd. H, Nr- 1—3 auf S. 547-564- 
"Weisbach-Herrmann, Lehrbuch der theoretischen Mecha- 
nik, § 3—6 des „Anhanges" auf S. 1195—1201. 
Zimmermann, H., die Schwingungen eines Trägers mit 
bewegter Last. (Berlin, 1896.) 

VI. 

Holz-, Metall- und Steinkoustruktionen; 

iasbesondere: Bögen, Brücken, Decken, Fachwerke, Pimiia- 

mente, Gewölbe, Gitterwerke, Pfeiler, Träger, Widerlager.-! 

Siehe: 

Auric, note sur la d^termination de la pouss^e daus les 
voütes en ma^ionnerie. (Ann. d. ponts et chaiisH., 
1901, II, 246—267.) 



•) Siehe § 15, Vü; § 21, V; § 27, IH. 
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Belliard, AI., etude comparative au point de vue de la 
resistance d'un arc de parabole et d'un arc de chai- 
nette (Ebenda, 1895, H, 415—449.) 

Brik, E., Bruchversuche mit Massivdecken nach System 
„Hennebique". (Allgemeine Bauzeitung, 1901, S. 19 
bis 33.) 

Ciappi, A., sulle condizioni di stabilitä e resistenza della 
scala Romana. (Annali della societä degli in- 
gegneri e degli architetti Italiani, 1899, parte ü, 
1—29.) 

Considire, memoire sur l'emploi du fer et de l'acier dans 
les constructions. (Ann. d. ponts et chauss., 1886, 
Bd. 11, S. 5—149.) 

Dupuy, pont de Cosne; comparaison entre le travail cal- 
cul6 et le travail observe. (Ebenda, 1895, 11, 461 — 527.) 

Ende, M. a., on the lateral stability of bridge girder üanges. 
(The Engineer, 1891, Bd. 71, S. 419—420.) 

Engesser, F., die Tragfähigkeit von Eisenbauten bei hohen 
Wärmegraden. (Deutsche Bauzeitung, 1889, S. 486 
bis 488, 496—497.) 

, die Knickfestigkeit offener Brücken. (Zeitschr. d. 

Ver. deutsch. Ingen., 1895, S. 1021—1025.) 

Findlay, C. F., notes on the strength of framed structures 
as affected by elasticity. (The Engineer, 1894, Bd. 78, 
S. 161—162.) 

Föppl, A., die Windverstrebungen einfacher eiserner Balken- 
brücken. (Der Civilingenieur, 1889, S. 87—96.) 

Forchheimer, die Berechnung ebener und gekrümmter 
Behälterböden; 1894. (Sonderabdruck aus dem Jahr- 
gang 1894 der Zeitschr. f. Bauwesen,) 

Francke, A., Träger auf elastischer Unterlage. (Zeitschr. 
f. Architektur u. Ingenieurwesen, 1896, Heftaus- 
gabe, S. 287—338.) 

, der steife Seilträger. (Zeitschr. f. Bauwesen, 

1896, S. 567—592.) 

, Berechnung der Durchbiegung und der Nebenspan- 



nungen der Fachwerkträger. (Ebenda, 1898, S. 111 — 132.) 



•■ '— ^-' s-/^w^ 
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Francke, A., der Spitzbogenträger mit frei drehbaren 
Kämpfergelenken. (Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. 
Arch.-Ver., 1900, S. 773—777.) 

, über Fundamente. (Schweizerische Bauzeitung, 

1900, S. 145—146.) 

, über Grundbögen. (Ebenda, 1900, S. 71 — 73.) 

, kontinuierliche Spitzbogenträger. (Zeitschr. f. Ar- 



chitektur u. Ingenieurwesen, 1900, Heftausgabe, 
S. 417—426.) 

, Formeln für den elastisch gelagerten Träger. (Ebenda, 



1901, S. 14—23.) 

— , kreisförmige Unterlagen. (Ebenda, 1902, S. 66—74.) 

— , der Spitzbogenträger mit elastisch gebundenen, dreh- 



baren Widerlagern. (Zeitschr. f. Mathematik und 
Physik, 1902, Bd. 47, S. 23—28.) 

— , Bogen mit elastisch gebundenen Widerlagern. (Ebenda, 



1902, Bd. 47, S. 15—22.) 

— , der Spitzbogenträger mit Scheitelgelenk und sprung- 



weise veränderlichem Trägheitsmoment. (Ebenda, 1902, 
Bd. 48, S. 201—208.) 

dlauser, J., dynamische Wirkungen bewegter Einzel- 
lasten auf freie Balkenbrücken .... (Ann. f. Gewerbe 
u. Bauwesen, 1894, I, S. 56—58, 79—80.) 

Godard, recherches sur le calcul de la r^sistance des tabliers 
des ponts suspendus. (Ann. d. ponts et chauss., 1894, 
II, 105—189.) 

Hacker, H., über Standfestigkeit von Gebäuden und über 
Eisenfachwerk. (Zeitschr. f. Architektur u. In- 
genieurwesen, 1899, Heftausgabe, S. 51 — 70.) 

Head, B. W., the problem of struts with lateral loads. 
(The Engineer, 1899, S. 287—288.) 

Henneberg, L., Entwickelung und Hauptaufgaben der 
Theorie der einfachen Fachwerke. (Jahresbericht 
der deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 3, 
1892—93, S. 567-599.) 

Keelhoff, F., the strength of cylindrical Shells. (Engi- 
neering, 1896, Bd. 61, 101—102, 551.) 
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Kopeke, die Messung von ^ßewegungen an Bauwerken 
mittels der Libelle. (Der Civilingenieur, 1877, S. 379 
bis 392.) 

Kriemler, J., Knickungs-Widerstand der Wandstäbe eines 

Gitterträgers (Schweizerische Bauzeitung, 

1898, I, S. 62-64.) 

Land, R., Gleichung der Bahn einer über einen elastischen 
Träger rollenden Last. (Centralbl. d. Bauverw., 1899, 
S. 313—314.) 

Lebert, E., etude des mouvements vibratoires dans les 

ponts (Ann. d. ponts et chauss., 1899, III, 

215—293.) 

, 6tude de courbes pouvant servir au trac6 de Taxe 

neutre des arcs de grandes portees. (Ebenda, 1900, 
IV, 74—110.) 

Legay, memoire sur le trace et le calcul des voütes en 
ma^onnerie. (Ebenda, 1900, IV, 141—233.) 

Mayer, R. F., zur Berechnung der Durchbiegung frei auf- 
liegender Brückenträger. (Zeitschr. d. österr. Ingen.- 
u. Arch.-Ver., 1894, S. 135—136.) 

» 

Melan, J., dynamische Wirkung bewegter Lasten auf 
Brücken. (Ebenda, 1893, S. 293—300.) 

Mesnager, 6tude d'une disposition d'assemblage 

(Ann. d. ponts et chauss., 1896, 11, 750 — 783.) 

Morsch, zur Berechnung der Knickfestigkeit gegliederter 
Steinpfeiler. (Deutsche Bauzeitung, 1899, S. 590 
bis 592.) 

Mohr, 0., Beitrag' zur Theorie der Holz- und Eisen-Gon- 
structionen. (Zeitschr. d. Arch.- u. Ingen. -Ver. zu 
Hannover, 1868, S. 19—51.) 

Müller-Breslau, H. F. B., Theorie des durch einen Balken 
verstärkten steifen Bogens. (DerCivilingenieur, 1 883, 
S. 13—70.) 

Ramisch, Gleichungen der elastischen Linien eines auf 
zwei Stützen ruhenden- und mit Einzellasten versehenen 
Trägers (Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. Arch.- 
Ver., 1900, S. 91—93.) 
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Ramisch, Grundgleichungen eines Trägers auf beliebig 
vielen Stützen (Ebenda, 1900, S. 649—653.) 

Rehbock, Th., zur Theorie versteifter Bogenbrücken. 
(Zeitschr. f. Bauwesen, 1892, S. 287-^300.) 

Reißner, H., zur Dynamik des Fachwerks. (Ebenda, 1899, 
S. 477—484.) 

Reymann, 0. C, die Querschnittsverzerrungen eiserner 

Brücken (Ann. f. Gewerbe u. Bauwesen, 

1898, II, S, 133—138, 239—242.) 

Ritter, W., die secundären Spannungen in Fachwerken. 
(Schweizerische Bauzeitung, 1885, Bd. 5, S. 65 — 68.) 

, die Tragfähigkeit strebenloser Fachwerkpfeiler. 

(Ebenda, 1889, I, S. 111—113.) 

, die Schwingungen des neuen Kirchturms in Enge. 



(Ebenda, 1897, I, S. 42-44, 48—52.) 

Seipp, die räumliche Mitteldrucklinie und über Druck- 
vertheilung in Gewölbefugen. (Der Civilingenieur, 
1890, S. 567—590.) 

Solin, J., zur Theorie des continuirlichen Trägers ver- 
änderlichen Querschnittes. (Ebenda, 1885, S. 209—244.) 

Sortheix, J.-G., note sur les lignes d'influence dans les 
poutres ä travees solidaires. (Le g^nie civil, 1896, 
Bd. 29, S. 158—159.) 

Souleyre, action dynamique des charges roulantes sur 
les poutres rigides qui ne travaillent qu'k la flexion. 
(Ann. d. ponts et chauss., 1889, II, 341 — 441.) 

Tolle, M., die steife Kettenlinie. (Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ingen., 1897, S. 855—860.) 

Tourtay, determination des pressions reelles dans les 
voütes surbaiss^es en forme de chainette. (Ann. d. ponts 
et chauss., 1888, I, 565—636.) 

Vi an eil o, L., der kontinuierliche Balken mit Dreiecks- 
oder Trapezlast. (Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ingen., 
1893, S. 361—364.) 

Westphal, M., Festigkeit von Gitterkörpern. (Ebenda, 
1893, S. 1548—1551.) 
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Weyrauch, über excentrische Zugbeanspruchung von Fach- 
werkstäben. (Zeitschr. f. Architektur u. Ingenieur- 
wesen, 1899, Wochenausgabe, S. 249—254.) 

Zaleski, C, Durchbiegung von Trägern mit wechselnden 
Querschnitten. (Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. Arch.- 
Ver., 1886, S. 165—175.) 

Zimmermann, H., die Wirkungen bewegter Lasten auf 
eiserne Brücken. (Centralbl. d. Bauverw., 1892, 
S. 215—216.) 

vn. 

Wasserbewegung und Wasserbau; 
insbesondere: Brunnen, Filtration, Schleusen, Staumauern, 

Wasserleitung, Wehre, Wellen.*) 

Man benutze folgende Arbeiten: 

Alibrandi, P., teoria dei movunenti di temperatura nelle 
condotte d' acqua. (Annali della societä degli in- 
gegneri e degli architetti Italiani, 1898, II, 97 
bis 117.) 

, alcune ricerche analitiche sul moto permanente dei 

üquidi. (Ebenda, 1900, 269—338.) 

Clavenad et Bussy, memoire sur la filtration. (Ann. 
d. ponts et chauss., 1890, I, 265—312.) 

Flamant, des ondes liquides non p^riodiques et 

(Ebenda, 1889, H, 5—48.) 

Forchheimer, P., die Ergiebigkeit von Brunnenanlagen 
und Sickerschlitzen. (Zeitschr. d. Arch.- u. Ingen.- 
Ver. zu Hannover, 1886, S. 539—564.) 

, Grundwasserspiegel bei Brunnenanlagen. (Zeitschr. 

d. österr. Ingen.- u. Arch. -Ter., 1898, S. 629—635.) 

Galliot, etude sur les portes d'^cluses en tole. (Ann. d. 
ponts et chauss., 1887, 11, 704 — 756.) 

Grashof, theoretische Maschinenlehre, Bd. I, S. 699 — 714. 
(Theorie der Bewegung des Wassers in Canälen.) 

Jasmund, R., Veränderung der Geschwindigkeiten im 
Querschnitte eines Stromes (Zeitschr. f. Bau- 
wesen, 1897, S. 303—328, 465—472.) 



*) Siehe § 15, XII; § 27, VII— K. 
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Lieckfeldt, Form und Material der "Wehrnadeln. (Ebenda, 

1894, S. 295—306.) 
, der Einfloß der Bogenfonu auf die Standfestigkeit 

der Staumauern. (Centralbl. d. Bauverw., 1899, 

S. 301—304.) 
Lueger, die Wasserversoi^ung der Städte, §18 »ufS.llu 

bis 120, besonders S. 114—117. (Schwingungen von 

Wassersäulen in Leitungen.) 
Petroff, neue Theorie der Reibung; übersetzt von Wurzel; 

S, 30—39 u. 72—76. (Reibungsgesetze für Flüssigkeiten.) 
Poisson, G., memoire sur la forme des cours d'eaa a fond 

mobile. (Ann. d. ponts et chauss., 1902,1,32—88.) 
Saint-Venant, de, des diverses manieres de posei- les 

^quations du mouvement vari4 des eaux courantes. 

(Ebenda, 1887, Bd. 13, S. 148—228.) 
— - — , et Flamant, de la houle et du clapotis. (Ebenda, 

1888, I, 705—809.) 
Spataro, D., idrodinamica. (Annali della societädoi^li 

ingegneri e degli architetti Italiani, 1899, 11. 

S. 143—173.) 
, la nouveUe hydraulique, th^orique, pratique et es- 

perimentale. (Zeitschr. f. Gewässerkunde, 1899, 

S, 127—160, 321—337.) 

vm. 

Eisenbahnbau und Eisenbahnbetrieb.*) 
a) Die „Übergangskurven" der Eisenbahnen. Es 
handelt sich bei ihnen (wenn sachgemäße Näherungen zuge- 
lassen werden) um die Integration einer Differentialgleichung 
von der Form 

71 ^''J — ^ 

Sie fuhrt auf eine kubische Parabel, welche die Gleichung 

«> ' = -17 

hat. Näheres: 



') Man sehe § 15, XIII; § 27, XI. 




DifEerentdalgteichuBgen zweiter Ordnung, 

Funcke, von der KrUmmung des Eisenbahngleises u. s. w., 

S. 3-5. 
Goering, Krümmungs Verhältnisse der Eisenbahnen. (Lue- 

ger, Lexikon der gesamten Technik, Bd.V, S. 724 

bis 730, besonders S. 727 — 729.) 
Hecht. Hiilfsbuch zum Abstecken Ton Kreisbögen u, s. w., 

S. 16-26. 
Helmurt, dielTbergangskurven für Eisenbahngeleise, S.l — 8. 
Jordiiii, Handbuch der Vermessungskunde, Bd. H, S. 689 u, 

690 der 3. Auflage. 
Launhardt, Theorie des Trassirens, Heft H, S. 99—112. 
Lee, AV. B., transiüon curves. (Proceedings of the 

American Society of Civil Engineers, 1901, S. Ö73 

bis 576) 
Rankine, Bauin genieurkunst; deutsch vonKreuter; S. 745 

u. 746. 
Vogler, Lehrbuch der praktischen Geometrie, Teil I, S. 680 

bis 683. 

b) Vermischtes über Eisenbahnbau und Eisenbahn- 
bctrieli. Siehe: 

Ast, Besiehungen zwischen Gleis und rollendem Materiale. 

(Ürg*n f. d. Fortschr. d. Eisenbahnwesens, 1898, 

S. 1—68 [Beilage].) 
. die Schwelle und ihr Lager. (Ebenda, 1898, S. 69 

bi.-; 99 [Beilage].) 
Francke, A., zur Berechnung des Eise nbahu- Oberbaues, 

(Zeitächr. d. Arch,- u, Ingen, -Ver. zu Hannover, 

1894, S. 467—504.) 
— — , der Einfluß unsymmetrischer Belastung der eisernen 

Querschwelle. (Organ f. d. Fortschr, d. Eisenbahn- 
wesens, 1900, S. 228—232.) 
, Einfluß wagerechter Seitenkräfte auf die Verände- 

run;^ der Spurweite (Ebenda, 1900, S. 302—304.) 

Philippe, R., note sur les chemins de fer li une et i 

deux files de rails (Ann. d, ponts et chaass., 

1901, H, 210—245.) 
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Reissner, H., über Fahrbahnüberhöhiing. (Centralbl. 
d. Bauverw., 1899, S. 156.) 

Zimmermann, H., die Berechnung des Eisenbahn -Ober- 
baues. (Zeitschr. f. Bauwesen, 1887, S. 123—174. 
— Desgleichen das unter demselben Titel 1888 selb- 
ständig erschienene Werk; besonders S. 9 — 18 desselben.) 

, zur Berechnung der Schienenlaschen. (Centralbl. 

d. Bauverw., 1888, S. 516—517, 526—527, 537—540.) 

-, Fahrbahnüberhöhung. (Ebenda, 1899, S. 199—200 ) 



IX. 
Schlußbemerkungen zum Kapitel IV. 

Von Differentialgleichungen zweiter Ordnung wird 
auch in den folgenden vermischten bauwissenschaftlichen Ar- 
beiten, welche hiermit zur Benutzung empfohlen sein mögen, 
Gebrauch gemacht: 

Forchheimer, P., Berechnung von Behältern auf Wind- 
druck. (Zeitschr. d. österr. Ingen.- u. Arch.-Ver., 
1902, S. 343-351.) 

Francke, A., die Form der Nützlichkeitsgleichung. (Zeit- 
schrift d. Arch.- u. Ingen. -Ver. zu Hannover, 1892, 
S. 547—550.) 

Günther, Lehrbuch der Geophysik, Bd. II, dritte Anmer- 
kung am Fuße der S. 522. (Bodenformen und Terrain- 
linien; Thalwege und Firste, Curven stärksten Falles, 
größter und geringster Steillieit.) 

Isaachsen, J., das Verhalten der Schornstein gase nach 
dem Verlassen des Schornsteins. (Verhandlungen zur 
Beförderung des Gewerbfleißes, 1902, S. 171— 227.) 

Jöhrens, A., über die Beanspruchung langer schwimmen- 
der Landungsanlagen. (Zeitschr. f. Architektur n. 
Ingenieurwesen, 1900, Heftausgabe, S. 51 — 63.) 

Pemoff, J. J., the designing öf columns for freight and 
passenger sheds exposed to wind. (Engineering News, 
1899, Bd. 42, S. 228.) 



Alphabetisches Sachenverzeichnis. 



Die Zahlen bedeuten die Parag7*apheii 

(nicht die Seiten). 



A. 

Abbauwerte: 20. 

Abstände, mittlere: 4; 21, m. 

Arbeit: 15, V, 

B. 

Bausteme: 12, C, in; 17, A; 18, D. 

Belastungslinien: 33, l, IL 

Beobachtungsfehler: 15, m. 

Biegungslinien: 3, B, rv u. V; 32. 

Böschungen: 4, G. Siehe auch: Erd- 
bau. 

Bogenlängen: 3. 

Brückenbau: 24; 29—32; 33, V. 
Siehe auch : Holz-, Metall- u. Steia- 
konstruktionen. 

Brunnen: 27, vi; 33, vn. 

D. 

Dächer: 7; 9; 10; 12, A, n. Siehe 
auch: Holz- u. Metallkonstruk- 
•tionen. 
Differentialgleichungen : I. Ordnung : 

22—27. 
„ n. Ordnung: 

28—33. 
Drainage: 27, xn. (Seyfert.) 
Drehungsmomente. Siehe :Trägheits- 

momente. 
Drucklinien: 33, L 
Durchschnittsgefälle: 4, G. 



E. 

Eisenbahnbau: 15, IX, xin; 21, vn 

(Launhardt); 27, XI; 33, vm. 
Eisenbahnbetrieb: 15, xni; 21, vn 

(Launhardt); 27, xi; 33, vnL 
Eisenkonstruktionen: 15, VH; 21, V; 

27, m; 33, VI. 
Elastizität: 15, Vi; 21, IV; 27, H; 

32; 33, l-V. 
Entfernungen, mittlere: 4; 21, m. 
Erdbau: 8; 15, IX; 27, rv. 

F. 

Faßinhalte: 5. 
Fehler: 15, in. 
Festigkeit: 15, vi; 21, IV; 26; 27, H; 

33, 1-V. 
Flächeninhaltsberechnungen: 2; 

16, D. 
Flächenteilungen: 14; 19. 
Flächenwerte: 14; 19. 
Funktionen-Ersetzung: 15, i; 21, L 

e. 

Geodäsie. Siehe Vermessungslehre. 

Geschwindigkeit, virtuelle: 24, B. 

Gewässerkunde. Siehe Wasserbau. 

Gewichtsberechnungen: 11; 20. 

Gewölbe: 6; 7; 9; 10. Siehe auch: 
Holz-, Metall- u. Steinkonstruk- 
tionen. 
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Gleichfestkörper: 26. 
Gleichgewichtskörper: 25. 
Gleichgewichtslinien: 23, 24. 
Gleichsteiglinien: 27, xn. (Huth.) 
Gleitlinien: 24. 

Graphointegration: 15, ii; 21, ii. 
Grenzenregelung: 2, B, C; 14, F; 

19, C; 20, D. 
Grundstücksteilnngen: 14, F; 19, C; 

20, D. 
Grundstückswerte: 14; 19; 20. 

H. 

Hängebrücken: 29 — 31. 

Heizimg: 15, xrv; 27, x. 

Holzkonstruktionen: 15, VH; 21, V; 

27, ni; 33, VI. 

Hyperbelfanktionen: 2, A; Anmer- 
kung ß, 

I. 

Integralformeln: 1; 16, A, B. 
Integrationen, einfache: 1 — 15. 

„ geometrische: 1, B; 

16, B. 
„ graphische: 15, ü; 

21, n. 

mehrfache: 16 — 21. 
näherungsweise : 2, D. 






K. 

Kettenbrückenlinie, gemeine : 3, B,vi; 

30. 
„ gleichgespannte : 

31, C,D. 
„ parabolische: 29. 

Kettenlinie, gemeine: 2, A; 12, B, D; 

13, B; 33, I, n. 
Kettenlinie, gleichgespannte : 3,B,vn; 

31, A, B. 
Kettenmessungen: 3, B, i. 
Klappbrücken: 24. 
Klostergewölbe: 7; 10; 12, E, G. 
Komplanationen: 9; 10; 16, D. 
Kubaturen: 5; 6; 7; 8. 
Kuppeln: 6; 9, B; 12, A. n; 12, F; 
16, C,D; 17, B. 



L. 

Längenmeßfehler: 3, B, i. 
Landteilungen: 14. 
Landwerte: 14; 19. 
Linien, elastische. Siehe: Biegungs- 
linien. 
Lüftung: 27, X. 

M. 

Massenberechnung: 8; 11. 

Massenmomente. Siehe Trägheits- 
momente. 

Meßfehler: 3, B, i. 

Metallkonstruktionen : 1 5, vn ; 21, v ; 
27, ni; 33, VI. 

Mittelwerte: 4; 11; 14; 19; 21, III. 

N. 

Näherungsformeln: 2, D; 3, A; 5; 

15, I; 21, 1. 
Neigungswinkel, mittlere: 4, G. 
Nivellieren: 15, rv. 

0. 

Oberflächeninhalte: 9; 10. 

P. 

Pfeiler: 26. Siehe auch: Holz-, 
Metall- und Steinkonstruktionen. 
Profilradius, mittlerer: 4, F. 

Q. 

Quadraturen: 2. 

Querschnittsmomente. Siehe Träg- 
heitsmomente. 

R. 

Kadien, mittlere: 4, E. 
Rauminhalte: 5; 6; 7; 8; 16, C. 
Reihen: 26, B. 
Rektifikationen: 3. 

s. 

Säulen: 5; 26; 32, P, G. 
Schachtgestänge: 26. 



Fuhrmann, Anwendungen d. Inflnitesimalrechnung. T. IV. 
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Schornsteine: 15, vni; 33, ix. (Isa- 
achsen.) 

Schwerpunkte: 12; 17. 

Schwingungen: 33, v. 

Seilkurven. Siehe: Kettenlinien. 

Senkungskurven: 27, vni. 

Simpsonsche Regel: 8, B. 

Staukurven: 27, vni. 

Staumauern. Siehe: Wasserbau. 

Steigung: 22; 28. 

Steinkonstruktionen: 15, vil; 21, V; 
27, ni; 33, VI. 

Straßenbau: 15, IX; 22; 28. 

Stützen: 26, 32, F, G. 

Stützlinien: 33, L 

Stützmauern. Siehe: Erdbau. 

T. 

Teilungen: 14. 

Tiefe, mittlere hydraulische: 4, F. 
Träger: 32, B-E. Siehe auch: Holz-, 
Metall- und Steinkonstruktionen. 
Trägheitsmomente: 13; 18. 
Türme: 6; 9. 

u. 

Übergangskurve : 3, B, ni; 33, vm, a. 
Umkantung: 25. 



V. 

Verkehrsmittelpunkte: 19, C 
Verkehrswege: 19, C. 
Vermessungslehre: 14; 15, Hl, IV; 

19; 20; 27, 1. 
Volkswirtschaft: 15, Xni; 19,C;20; 

27, XI; 33, IX. (Francke.) 
Volumina. Siehe: Rauminhalte. 

w. 

Wasserbau: 15, iX-xn; 21, vi, vii; 
27, iv-ix; 33, vn. 

Wasserbewegung: 15, xi, xu; 27, v, 
vn, IX; 33, vn. 

Wasserdruck: 15, X; 21, VL 

Wasserleitung: 15, xn; 27, Vi; 33, vn. 

Wasserversorgung: 15, xn; 27, VL 

Wertsteigerung: 14; 19. 

Widerstandsgleichheit: 26. 

Widerstandsmomente. Siehe Träg- 
heitsmomente. 

Winddruck: 15, xrv; 33, ix. 

Wirtschaftslehre. Siehe : Volkswirt- 
schaft. 

Wölbsteine: 12, C, ni. 

z. 

Zerreißimg von Brücken: 33, v. 
Zugbrücken: 24. 



Literaturverzeichnis, 



Auf die im Nachfolgenden genannten Abhandlungen, Bücher 
und Zeitschriften wurde in dem vorliegenden Werke verwiesen: 

Abdank-Abakanowicz, die Integraphen. Die Integralcurve und ihre An- 
wendungen. Deutsch von E. Bitterli. 1889. 
Adam, Faßberechnung. (Programm des Gymnasiums zu Brunn, 

1864.) 
Aksnes, L., m&ling af trseghedsmomenter og statiske momenter af plane 

flader. (Teknisk Ugeblad, 1899, S. 369—371.} 
Alibrandi, P., teoria dei movimenti di temperatura nelle condotte d'acqua. 

(Annali della societä degli ingegneri e degli architetti 

Italiani, 1898, H, S. 97—117.) 
, alcime nuove formole sulla resistenza dei tubi metaUici. (Ebenda, 

1899; parte 11; 199—217.) 
, alcune ricerche anaUtiche sul moto permanente dei liquidi. 

(Ebenda, 1900, S. 269— 338.) ^ 

, sulla resistenza delle piastre rettangolari. (Ebenda, 1902, 95 — 121.) 



Ast, Beziehungen zwischen (Jleis und rollendem Materiale. (Organ für 
d. Fortschritte d. Eisenbahnwes. 1898, S. 1—68, [Beilage].) 

, die Schwelle und ihr Lager. (Ebenda, 1898, S. 69—99 [Beilage].) 

Auric, note sur la determination de la pouss^e dans les voütes en 
ma^onnerie. TAnn. des ponts et chauss., 1901, 11, 246 — 267.) 

Autenheimer, F., Elementarbucn der Differential- und Integralrechnung; 
3. Aufl.; 1887. 

Autenrietli, E., statische Berechnung der Kuppelgewölbe. 1894. 

Bach, C. Y., die Biegungslehre und das Gußeisen. (Zeitschr. d. Ver. 
deutsch. Ing., 1888, S. 193—199, 221—226.) 

, Elasticität und Festigkeit; 1. Aufl. 1889/90; 2. Aufl. 1894; 3. Aufl. 

1898. 

Bachmann, Vertheilung der Spannungen in bogenförmigen Sperrmauern. 
(Centralbl. d. Bauverw., 1899, S. 10—11.) 

Barbet, note sur les conditions de resistance des barrages de reservoirs 
en ma^onnerie. (Ann. des ponts et chauss., 1899, I, 22 — 56.) 

Barker, A. H., graphical calculus. London, 1896. 

Barkhausen, DruckvertheUung im rechteckigen Mauerquerschnitte. (Zeit- 
schr. d. Arch.- u. Ing. -Ver. zu Hannover, 1883, S. 469 — 482.) 

, Biegungsspannungen in Blechen und Bändern .... (Zeitschr. 
d. Ver. deutsch. Ing., 1892, S. 55a— 558.) 

Barton, G. F., a graphical method for the Solution of stresses in the 
continuous girder, as applied to draw-bridges. (Proceedings of 
the American Society of Civil Engineers, 1901, S. 924—940.) 
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BaSta, J., Studie über die Elasticität und Festigkeit der doppelt ge- 

krümmten Träger. (Allgem. Bauzeit. 1898, S. 27—37.) 
Bauernfeind, Vorlesungen über Brd- und Straßenbau. 1875. 
Bauhandbudb, deutsches. 

Bauneister, R., architektonische Formenlehre für Ingenieure. 1866. 
Beghin, methode d'approximation pour calculer le moment d'inertie 

(Ann. des ponts et chauss., 1890, I, 241 — 243.) 
Belliard, memoire sur le calcul de la resistance des arcs paraboliques 

ä grande fleche. fEbenda; 1893, 11, 759—847.) 
, memoire sur Vencastrement des arcs paraboliques et des arcs 
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